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§ 51。 磁场 内 的 流体 运动 方程 
如 果 液 态 (或 气态 ) 导电 媒质 是 在 磁场 内 ， 则 当 媒 质 作 流体 动 
力学 运动 时 , 就 会 在 媒质 办 部 威 生 出 电场 , 并 且 产 生出 电流 。 但 是 
作用 在 磁场 内 电流 上 的 力 ， 对 流体 的 运动 有 重大 的 影响 。 田 一 方 
面 , 这 些 电 流 又 使 磁场 本 身 改变 。 因 此 ; 就 形成 了 磁 现 象 和 流体 动 
力学 现象 相互 作用 的 复杂 图 象 ， 必 须根 据 杞 方程 和 流体 运动 方程 
的 联 立 方程 组 来 研究 它们 。 
我 们 条 用 (49. 6) 式 作为 运动 的 导电 媒质 内 的 场 方程 。 电 磁 流 
体力 学 中 所 涉及 的 媒质 的 导 磁 率 与 1 相差 很 小 ， 而 且 这 种 差别 对 
“下面 所 研究 的 现象 并 不 重要 。 因 此 ， 在 这 一 章 内 , 我 们 将 假定 j= 
二 1。 这 样 一 来 ,我们 得 到 方程 租 : 
divH =0, (51. 1) 


z | / 
9 trvH] +-.—AH. (51. 2) 
at 4zrcr ， 


利用 这 些 方程 时 , 我 们 同时 假定 了 满足 某 些 条 件 , 即 是 场 的 变 
化 周期 必须 大 于 传导 电子 的 自由 路 程 时 间 。 干 是 电流 和 电场 之 加 
的 关系 由 对 恒定 电流 的 相同 的 电导 率 o 决定 (参阅 8 45) 中 。 这 有 时， 


中 256 页 上 的 底 注 还 全 指出 也 六 1 这 一 条 件 ;对 不 良 导体 ， 这 一 条 件 必须 消 
足 , 对 于 良 导 体 , 在 江 足 其 他 必要 条 件 下 这 一 条 件 也 自动 地 汝 足 。 在 现在 的 情况 下 , 比 
值 所 为 频率 ， 基 中 二 与 玉 是 次 宅 流体 运动 性 质 的 长 度 和 这 庶 的 特性 参 重 。 由 此 可 昂 ， 


0 天光 1 的 条 件 当然 满足 。 
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我 们 假定 , e 在 整个 媒质 内 不 变 。 同 时 特别 假定 , 电导 率 和 磁场 无 
关 , 为 此 ,电子 的 自由 路 程 长 府 必 须 小 于 磁场 内 电子 轨道 的 曲率 第 
符 。 换 名 话说, 自由 路 程 时 间 必须 小 于 电子 的 拉 莫 频率 人。 在 强 
磁场 内 和 媒质 很 稀薄 时 , 这 一 条 件 可 能 被 破坏 。 
流体 动力 学 方程 首先 包括 连续 性 方程 
Se +divpv=0 (51. 3) 


〈p 为 流体 客 度 ) 和 纳 蕉 - 


1 
他 + (vy) Vv 二 pp 十 DAv+ 





+ 二 (+ 总 )araddivv 十 态 ， 
式 中 和 为 流体 的 两 个 粘 灌 系 数 , 而 上 为 外 加 力 (在 现在 的 情况 
下 是 电磁 力 ) 的 体 密度 。 按 照 (34. 4) 式 , 我 们 得 到 

f 一 二 LiH ]= -LrotH- .Hj. 


由 此 可 见 , 流 体 的 运动 方程 为 


av ES 
> 十 CvV )v pe [Hrot H]1++ 
a 十 去 人 + )eraddivy. (51. 4) 


除了 这 些 方程 外 ,还 必须 加 上 把 流体 的 压强 ， 密度 和 浊 度 联系 
起 来 的 状态 方程 : . 

p= 7»(p, T), : (51. 5) 
和 所 谓 热 传递 方程 。 在 通常 的 流体 动力 学 中 ， 后 者 的 形式 为 


pT( 名 十 vvs)-o tug t+ div (xvyT). 


”参照 “ 连 炎 介 质 力学 ”第 二 版 $ 49。 
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式 中 s 为 流体 单位 质量 的 灶 ， 等 式 左 侧 的 表达 式 代表 运动 流体 元 
在 工 秒 内 所 放出 的 热量 (属于 单位 体积 )。 等 式 右 侧 的 表达 式 为 相 
同体 积 内 1 秒 内 所 耗 散 的 能 量 。 其 中 第 一 项 与 粘度 有 关 ; ein 为 
粘度 应 力 张 量 : | 


Fr 5 + cou i 


Me 
Te Avp As 


i pr 
还 应 该 添上 一 项 仍 耳 热 。 ee ne 焦耳 热 等 于 
(rot H)?. 





亲王 
人 … 


po 入- 十 人 on +div (xv7) 十 


(rot HD)™. (51. 6) 





+ “er 
方程 (51. 1) 一 (51. 6) 租 成 了 电磁 流体 力学 的 完全 方程 粗 (在 
本 节 开 头 所 指出 的 假定 下 )。 
方程 (51. 4) 和 (51. 6) 也 可 以 分 别 写 成 表示 动量 和 能 量 守 恒定 
律 的 形式 。 即 通常 流体 动力 学 中 的 炳 厅 - 斯 托 克 斯 方程 可 以 写成 
(这 里 也 利用 了 连 秆 性 方程 )& 


OP _ -In ， 
9t Bry ” 人 


式 中 Ilix i 等 于 

II 一 Pi 十 有 8i — Oh. 
(51. 4) 也 可 以 化 成 同样 的 形式 ， 只 是 在 Hix 内 出 现 一 附加 项 。 于 
是 我 们 有 


- 


[TH rot H]= 二 erad 克 ?一 (HY)H. 


四 ” 参 天“ 连 炉 介质 力学 "第 二 版 ，$ 15。. 
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因此 得 到 Hix 的 式 子 为 
T= pownt pm— on -| Dee 一 二 Beam| (51. 8) 
Ti 内 的 附加 项 为 磁场 的 麦克 斯 韦 应 力 张 量 ， 这 正 是 应 当 的 。 
” 热 伟 递 方 程 可 以 变换 成 (利用 其 他 的 流体 动力 学 方程 ) 能 量 守 


恒 方程 。 在 通常 的 流体 动力 学 中 ， 


9 ds 
a8 -+ps ) divq, 


式 中 qq 为 能 量 流 密度 , 等 于 
v2 " . 
q = pv( 守 +w )- (Yo') ~— kYT, 
而 s 和 w==s 十 5， 分 别 为 1 克 流体 的 内 能 和 热 画 数 。 如 果 导 电 媒 
质 内 存在 磁场 , 则 在 能 量 密度 内 应 包括 磁 能 : 全 ,而 在 能 流 密 座 内 
应 包括 坡 印 廷 矢量 : 了 [EH]。 在 后 一 式 子 内 , 用 H 表示 瑟 , 我 们 
得 到 
q=pv(F + )+ 二 [HIvH]] es 
-LHrolH] — (vo') 一 kVT， (51. 9) 


Re 


9 
at 


Ep 证 (51. 6) 和 (51. 10) 式 是 等 效 的 。 

如 果 假 定 运 动 流体 是 不 可 压缩 的 ， 则 这 些 方程 还 可 以 进一步 
简化 。 于 是 , 连续 性 方程 (51. 3) 变 为 div v= 0, 而 在 (51. 4) 式 内 , 最 
后 一 项 等 于 雳 。 为 了 后 面 引 用 方便 ， 我 站 再 一 次 写 出 相应 的 方程 
组 [在 (51. 2) 和 (51.4) 式 内 , 利用 熟知 的 矢量 分 析 公 式 , 已 方便 地 


Bu + 起 )- div (51. 10) 
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分 别 变换 rotLvH ] 和 [HH rot H1 项 】 








div H=0, divy v=0, (51. 11) 
多 
2 (vy)H= (HV) v+-2 AH， (51. 12) 
ot 47ror 
9v 上 HH- 
+ (vv) v= BV (p+ + 
+—t (HV)H +rAv (51. 13) 
47p 


v= 忆 为 粘 滞 率 。(51. 6) 式 对 求解 非 压 糖 流体 的 运动 问题 并 不 需 
要 ， 除 非 我 们 对 流 体 内 的 特殊 温 诬 分布 和 它 对 运动 的 影响 感到 


兴趣 。 
我 们 回 到 普 沁 方程 (51. 2)。 在 电导 率 相当 大 的 极限 情况 下 ， 
它 的 形式 变 为 


3 于 一 zot[vHD]， (51. 14) 


对 这 个 方程 有 一 个 很 重要 的 直观 解释 。 我 们 把 等 式 右 侧 的 rot 展 
开 , 并 考虑 到 divH==0, 于 是 
2 (HY)v— (vY)H— Hidivv. 
从 连 种 性 方程 (51. 3) 内 代入 
, divv 王 一 - -svp, 
在 经 过 简单 的 并 项 后 , 我 们 得 到 
S| H _/H 
六 + -7 
等 式 左 侧 的 表达 式 代表 “实在 ”导数 ， 它 给 出 流体 粒子 运动 时 量 写 ， 
的 变化 ; 把 这 导数 表示 为 入 , 我们 得 到 
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dH, ($v Jr (51. 15) 


另 一 方面 , 我 们 来 研究 某 一 “ 流 线 ” 也 即 是 随 流体 粒子 一 起 移 
动 的 继 。 裔 31 为 这 和 线 的 长 度 元 ; 我 们 来 求 出 它 如 何 随时 间 而 变化 。 
如 果 v 为 在 狠 元 51 一 端 上 的 流体 速度 , 则 在 线 元 另 一 端 上 的 流体 
速度 为 v+(3alv)v。 因 此 , 在 时 间 dt 内 , 线 元 81 的 改变 为 di(31V)v， 
也 即 是 加 

过 


我 们 看 到 ， 矢量 引 和 号 随时 间 的 变化 由 同一 方程 得 出 。 由 此 得 


到 , 如 果 在 开始 时 到 这 两 个 矢量 的 方向 相同 , 则 它们 在 以 后 也 将 保 
持平 行 , 而 且 它 们 的 长 度 互 成 比例 地 改变 。 换 句 话说 ,如果 两 无 限 ， 
邻近 的 流体 粒子 在 同一 力克 上 , 则 以 后 它们 也 总 是 在 这 一 力 线 上 ， 


而 吃 与 粒子 间 的 距离 成 比例 地 改变 。 


因此 当 我 们 从 无 限 邻 近 的 两 点 过 滤 到 彼此 分 开 一 有 限 距 鹿 的 
两 点 时 ， 我 们 得 到 粘 论 : 每 一 力 线 和 该 力 线 上 的 流体 粒子 一 起 移 
动 , 反 过 来 可 以 说 (在 ec 一 cc 的 极限 情况 下 ), 磁力 线 仿 佛 “ 冻 车 在 ” 


和 它 一 起 移动 的 流体 上 。 在 每 一 点 处 ， 量 叶 与 相应 “ 流 线 ” 的 伸 长 


成 正比 地 改变 。 如 果 运 动 流体 可 以 假定 是 不 可 压 稿 的 ， 则 P 一 党 
数 , 于 是 磁场 强度 及 本 身 也 与 磁力 辜 的 伸 长 成 正比 地 改变 。 

这 些 精 果 还 有 另 一 个 直观 的 方面 , 即 当 某 一 于 合 的 “流体 ” 线 
路 移动 时 , 这 流体 线路 并 不 与 磁力 线 相 交 , 也 即 是 穿 过 闭合 线路 的 
磁力 线 “ 数 目 ” 保 持 不 变 。 这 表明 (参阅 $ 49)， 穿 过 闭合 流体 线路 
所 图 成 的 面积 的 磁 通 量 并 不 随时 间 而 改变 。 

在 什么 条 件 下 实际 上 可 以 忽略 流体 内 的 耗 散 过 程 ， 这 一 问题 
还 没有 普通 的 解答 , 因为 这 些 条 件 与 运动 的 特性 有 密切 的 关系 , 网 
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如 对 定 态 和 非 定 态 运 动 ， 就 完全 不 同 。 我 们 在 这 里 不 对 这 一 问题 
作 资 源 研 究 。 | 


例题 

性 不 可 压 鞭 的 粘性 导电 流体 在 两 平行 的 固体 平面 间 的 空间 内 作 稳 定 运 
动 , 就 求 流体 内 的 速度 分 布 ; 假 届 在 垂直 于 平面 的 方向 上 加 上 外 均匀 磁场 五 o 
(J. 哈 特 曼 , 1937)。 

解 .。 自然 地 假定 流体 的 速 庶 处 处 有 同一 方向 〈 我 们 选择 这 方向 为 2 轴 
方向 ) 流体 速 头 在 垂直 于 平 商 的 方向 上 只 与 : 坐标 有 关 。 这 也 适用 于 由 流 
体 运 动 所 产生 的 横 疝 磁场 鼠 *。 压 强 2 也 依 暇 于 zz ， 因 为 在 运动 方向 必须 有 
一 恒定 的 压强 陡 度 , 以 礁 持 稳定 的 流动 。 于 是 方程 div V=0 自动 地 满足 , 而 
从 divH=0 得 出 , 豆 : 一 稍 数 = 五 0 (51.13) 式 的 “分量 给 出 


p 十 总 2 一 PP(z)， (D) 


式 中 P(z) 只 是 的 画 数 。z 二 上 的 压强 陡 度 一 站 = 一 2 刀 为 一 恒 量 。 


其 次 , (51. 12) 和 (51.13) 式 的 z 分量 给 中 - 
adv, ec? cd? 万 
a 5 


粘性 流体 速度 的 边界 条 件 为 : 当 z= 土 a 时 , »=0, 这 里 的 24 为 两 平行 的 固体 
平面 关 的 距离 ,而 平面 z=0 位 于 西 固体 于 面 的 中 央 。 于 是 ?= 十 4 时 Hs=0 
的 条 件 对 磁场 来 识 必 须 满足 , 因为 在 流体 之 外 , 外 磁场 Ho 不 变 , 而 班 与 边界 
相 切 的 分 量 为 连续 的 。(2)、(3) 两 式 满足 这 些 条 件 的 解 为 


_ ch(a/A)~ch(z/A) 
一 ?0 ha/A LT ? 


二 一 0， (2) 


4 Sa A - 
A A 人 
式 中 ^= 去 卫 。 常 数 名 为 中 央 平 面 z =0 内 的 流体 速度 。 将 (4) 代 入 (3) 


ST 


内 ,我 俩 部 得 到 流体 速度 与 压强 陡 度 的 关系 式 。 流 体 的 平均 速 庆 ( 洛 截 面 ) 为 


dP CA _A 
5- 直 | we TI 3 本 eth 人 一 a 
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页 场 对 流体 流动 影响 的 程度 的 币 据 为 比值 二 一 < 4 艺 。 当 a/A<<1 时 ， 
我 们 得 到 





2 Ee aP oa? 
VS= Vo 工 一 二 ;DD= 一 一 一 一 


dz 3 
这 和 通常 的 流体 动力 学 的 车 果 一 致 。 如 果 a/A>1, 则 


磁场 的 增 大 在 大 部 分 的 截面 内 使 速度 断面 更 变 为 平面 , 从 而 使 运动 的 平均 速 
度 减 小 (保持 压强 陡 府 不 变 )。 


8 52。 电磁 流体 力学 波 


我 们 现在 来 研究 小 扰动 在 均匀 外 磁场 Ho 内 的 均匀 导电 媒质 
内 的 传播 。 这 时 我 们 假定 媒质 的 粘度 、 热 导 率 和 电阻 (1/o) 都 很 
小 ,以致 由 它们 所 引起 的 能 量 耗 散 对 扰动 传播 的 影响 , 在 第 一 近似 
办 可 以 忽略 不 计 D。 于 是 扰动 将 以 非 衰 碱 波 的 形式 而 传播 虽 。 

略 去 全 部 的 耗 散 项 后 , 我 们 可 以 将 基本 方程 租 (51. 1) 一 (51. 4) 


div H =0, (52. 1) 
Prot[vH], (52. 2) 
52 十 divCpv) 一 0， (52. 3) 


32 二 (vv) v= A ~ 十 了 





二 [zot 于 ， H]. 《52. 4) 
(51. OE ed 如 果 未 受 扰动 


中 ”注意 到 ， 今 二 = 0 以 后 ， 我 们 就 扩大 了 应 用 所 得 到 的 方程 的 二 化 范 围 : 于 是 


保证 ?不 存在 色散 和 它 不 依 转 寺 磁场 的 条 件 就 成 为 不 是 必要 的 。 
@@ .容许 这 种 赂 去 的 条 件 是 波 的 认 减 条 数 很 小 (在 本 荫 的 例题 算出 )。 


a | 
的 媒质 是 均匀 的 ， 则 由 于 这 一 方程 ,在 受 扰动 的 媒质 内 ,将 是 s 二 
常数 , 也 即 是 运动 是 等 精 的 。 
我 们 写 出 

H=Hat+h, p=pot+p', P=potp", (52. 5) 
式 中 下 角 标 0 表示 这 些 量 的 恒定 的 平衡 值 , 而 hb、p 2 表示 它们 在 
波 内 的 小 变化 。 在 平衡 态 下 变 为 零 的 速度 v, 也 是 相同 数量 级 的 小 
量 。 由 于 运动 是 等 箭 的 , 因而 压强 与 密度 的 变化 的 关系 式 为 


加 回 ) 
但 (32 en 我 们 用 uo 卖 示 这 一 速度 , 千 
是 有 丸 = 邮 pP。 在 方程 (52. 1) 一 (52. 和 内 略 去 一 次 以 上 的 小 量 ; 我 





们 得 到 下 列 的 线性 方程 租 : 
div h=0, 
弛 一 zot[vHD， 
2 一 一 十 p qiv vv 一 0， (52. 6) 
ot 
av UB 
3 Sr Pp'— Ts LHroth] 


这 里 和 直面， 为 简化 符号 起 网， 我 们 略 去 了 平衡 值 上 的 下 角 标 0。 
对 于 时 间 周 期 性 的 扰动 ， i 式 得 到 的 结果, 因而 
可 以 不 必 单 独 讨 芍 它 。 
我 们 来 求 出 这 些 方 程 的 形式 为 eur-op 的 解 ， 也 即 是 求 出 描写 

波 矢 量 为 k 和 频率 为 w 的 平面 波 傅 播 的 解 。 对 这 种 焉 面 波 而 车 ， 
方程 粗 (52. 6) 变 为 代数 方程 组 : 

—wh=[k[vH]], 
wp = 一 PKvV， 
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-ov+Rp'k= -zl [HIkh]]. 


共 中 第 一 RE 于 波 秋 量 方向 , 下 面 我 们 将 
选择 这 方向 为 方向， 并 选择 通过 k 和 HH 的 平面 为 zy 平面 。 此 
外 , 引进 波 的 “ 相 速 度 ” 为 








二 

£” 
利用 第 二 式 洽 去 pp，， 并 把 其 余 的 量 写 成 分 量 , 于 是 我 们 得 到 下 列 方 
程 组 : . 

本 __H, : 
uhzs= — VsHyy WVy pp 《52. 7) 
why = QsH, — vyHs, es 2 h,, 
ww H, 
of SS Y 





(52. 8) 
我 们 把 这 些 方程 分 成 两 租 ， 第 一 租 只 包含 变数 hz Vz， 而 第 二 
租 只 包含 有 ，vs，vy。 由 此 得 到 ， 这 两 粗 变 量 的 扰动 独立 地 传播 。 

密度 扰动 (以 及 压强 扰动 ) 与 扰动 hy,, Vs Dy 起 传播 ， 它 和 "vs 的 关 

有 系 式 为 

Pp 一 分 ou. 


(52. 9) 
由 (52. 7) 两 个 方程 的 联 立 条 件 得 出 





i J (52. 10) 
在 这 些 波 内 , 垂直 于 波 传播 方向 和 恒定 磁场 HH 方向 的 磁场 分 量 有 
发 生变 化 。 和 而 且 除了 hs 外 


速度 vs 也 发 生变 化 ， 它 和 hs 的 关系 为 





(52. 11) 
由 (52. 10) 式 所 给 出 的 。 和 的 关系 (或 者 称 为 色散 定律 ), 完 和 元 
全 依 顿 于 波 和 估量 方向 : 
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oi 
大 家 知道 , 波 传播 的 物理 速度 称 为 “ 群 事 度 ”， 由 导数 瑟 答 出 。 在 现 
在 的 情况 下 , 这 个 量 等 于 
3 HH 
0 
并 且 与 k 的 方向 无 关 。 i we 它 的 群 速 度 方 向 ， 
则 与 王 的 方向 一 致 。 
我 们 现在 来 研究 (52. 8) 式 所 描写 的 波 。 租 成 这 些 方程 的 行列 
式 , 并 今 它 等 于 堵 , 我 们 得 到 
二 


二 (wu 人 47p 芒 )- rp 
这 个 的 四 次 方程 的 根 为 了 





| wo pp 
0 + Hp 二 + 0 


由 此 可 见 , 我们 再 得 到 两 种 波 。 在 这 些 波 内 ,hs, vs vy 和 密度 p' 发 
生变 化 。 这 些 波 的 矢量 h,v 在 矢量 HK 的 平面 内 。 

在 H?<<47p 的 极限 情况 下 , 我 们 有 wz 硅 wo， 而 从 (52. 8) 式 得 - 
到 , vy<<vs。 换 名 话说 , 这 种 类 型 的 波 在 极限 情况 下 变 成 传播 速度 
为 w 的 普通 声波 。 波 两 的 弱 柄 向 场 与 we 的 关系 为 


h, = vz a 
Uo 





在 与 上 述 相同 的 极限 情况 下 ， 在 第 一 近似 内 ws 与 wu 相等 ， 而 且 
ws0, v4 全- 守护 ,这 和 在 第 一 种 类 型 的 波 内 一 样 ,只 是 矢量 V 和 


@ 四 次 方程 zt 二 pr?--9=0 的 根 , 可 以 写 为 
z= + 二 1V= pray Pt+2VatV 一 2 一 -27 有 1}. 
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h 在 kH 平面 内 , 而 不 是 和 它 垂直 。 

我 们 还 看 到 , 在 不 可 压 糖 流 体内 (形式 上 相应 于 极限 情况 wo 一 
c-)， 只 剩 下 具有 两 个 独立 偏振 方向 的 一 种 波 。 这 种 波 的 色散 定律 
由 (52. 10) 式 给 出 , 而 矢量 v 和 h 垂直 于 波 矢量 ,并 且 基 关系 式 为 

vs (52. 13) 
这 种 波 由 义 ， 阿 耳 芬 最 先进 行 了 研究 (1942) 中 。 

当 存 在 纵向 磁场 时 ， 流 体 的 横向 移动 以 波 的 形式 传播 ， 这 一 
事实 有 一 个 简单 的 直观 解释 。 在 8 51 末 我 们 已 看 到 ， 磁 力 线 的 行 
为 (在 e 一 ce 的 流体 内 ) 和 “ 流 线 ” 相 同 。 因 此 ， 流 体 粒子 的 横向 移 
动 引 起 磁力 线 的 弯 昌 , 并 使 它 伸 长 , 而 且 在 某 些 地 方 密 聚 起 来 。 但 
是 作用 在 磁场 办 的 力 ( 用 麦克 斯 韦 应 力 张 量 表 示 ) 的 特征 则 仿佛 是 
使 磁力 线 趋向 于 糖 短 ， 辐 时 互相 排斥 2。 因此 当 磁 力 线 弯曲 时 引 
起 “ 准 弹 性 力 ”, 它 趋向 于 重新 使 磁力 线 伸 直 , 这 样 一 来 就 引起 振动 
现象 。 | 

有 趣 的 是 , 在 不 可 压 稿 流体 两, (52. 10) 和 (52. 13) 式 所 描写 的 
平面 电磁 流体 力学 波 ， 实 际 上 是 对 任何 横向 磁场 h (不 一 定 很 小 ) 
都 适合 的 方程 的 精确 解 (但 是 , 这 不 适用 于 传播 方向 不 同 的 几 个 平 
面 波 的 全 加 )。 事 实 上 , 我 们 来 研究 精确 方程 (52. 1) 一 (52. 4)。 在 
不 可 压 熔 流体 内 , (52. 3) 式 变 成 div v 一 0。 如 果 我 们 来 求 出 全 部 量 
只 与 一 个 坐标 和 时 间 土 有 关 的 解 ， 则 从 这 方程 我 们 得 到 wo 一 
常数 ;变换 到 沿 x 轴 作 匀速 运动 的 另 一 坐标 系 ， 我 们 常常 可 以 使 
一 0。 从 方程 divH=0 得 到 瓦 。= 常 数 。 我 们 用 hh 表示 也 的 横向 





A 


些 波 不 可 能 分 为 电磁 流体 力学 <“ 波 和 普通 声波 。 
®@ 实际 上 , 设 力 钱 与 z 轴 相合 ,于 是 纵向 应 力 Uae 8) 包 合 负 的 项 -到 2， 而 


横向 应 力 zz，JIvy 包 合 正 项 : 人 . 
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分 量 , 于是, 从 (52. 2) 和 (52. 4) 式 ( 当 w= 0) 得 到 
oh -HH 9v ov H, oh 


Di ar: af 4rp ar” 
也 即 是 精确 方程 自动 地 变 为 线性 方程 ; 它 描写 相 速 度 为 (52. 10) 的 
， 平面波, 而 且 Vv 和 h 的 关系 式 为 452. 13) 式 。 由 (52. 4) 式 的 “分 量 
给 出 





由 此 得 
p 十 过- 一 常数 ， (52. 14) 
由 这 个 式 子 可 以 求 出 波 内 压强 变化 的 过 程 。 

”我 们 再 回 到 (52. 8) 和 (52. 12) 式 , 大 且 研 究 相 反 的 极限 情况 : 
本 ?>41rp 吗 。 于 是 在 第 一 近似 内 ,我们 得 到 ?ww 为 

a Pn ep 

.因为 这 个 式 子 完全 和 无 关 , 因而 群 速度 的 数值 入 相等 , 其 方向 
指向 在 方 向 。 这 种 波 内 的 矢量 v 与 H 垂 直 ( 图 28), 其 艳 对 值 与 h= 
=hy 的 关系 为 





‘ 





| "Tap 
在 这 种 情况 下 , 得 到 w 为 
us = Ls. 
| H 
这 时 群 速度 为 
dw 9 , 
3k “FF 图 28 
这 种 波 内 的 矢量 v 与 HH 反 平 行 , 而 其 稳 对 值 与 的 关系 为 - 


H? 


一 8 一 一 ”一 一 - 
47PuoH, 
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当 五 “与 p 吗 为 任意 关系 时 , 则 ww 和 ws 都 依赖 于 波 矢量 的 方向 。 
当 k 与 开间 的 夹 角 增 加 时 ，w 单调 地 增加 , 而 ws 则 单调 地 减 小 。 容 
- 易 看 到 , 下 列 不 等 式 总 是 成 立 的 : 
usu Eu, WUo, Ws SUo. (52. 15) . 


如 果 k|H(H,=0, 及 b= 二 日 ); 上 则 ws 和 ws 分 别 等 于 wo 和 m= 


的 最 大 值 和 最 小 值 。 如 果 k 1 H( 五 ;二 0, 昌 ,= H), 则 我 们 有 


H? . 
wm 2 十 》 (52. 16) 
47rP 


而 如 和 ws 变 成 雳 ,也 即 是 只 剩 下 一 种 类 型 的 波 。 
在 后 一 种 情况 下 ， 我 们 可 以 求 出 平面 波 的 电磁 流体 力学 方程 、 
的 精确 解 , 并 不 必 假 定 它 的 振幅 很 小 (C.A. 卡 普 兰 和 .I. 斯 塔 组 
科 锥 奇 , 1954)。 当 及 s==0, 妃 y 一 囊 时 ，(52. 1) 式 恒 被 满足 , 而 由 方 
程 (52. 2) 一 (52. 4) 得 出 ” 

3 已 | (oz 万 ) =0, 














ot ox C9210 
9p 十 9(vsp) 一 0， (52. 18) 
ot TX 
Do。 ay。 1 3B2 _1i193p € 
ot + vs ox Ta ar Paz. (52. 19) 


容易 证 明 , 从 头 两 个 方程 得 出 ， 比值 过 一 2 满足 方程 : 


或 籽 =0, 式 中 的 全 导数 表示 流体 粒子 移动 时 量 5 的 变化 。 由 此 得 
出 ,如果 在 起 始 时 列 流 体 是 均匀 的 , 于 是 其 中 的 5 为 常数 ， 因而 在 
以 后 任何 时 刻 , 我 们 有 \ 


® 这 和 乞 与 流体 力 态 的 关 采 的 普 逼 千 果 (人 51) 符 合 一 臻 , 如 果 考 虑 到 在 现在 的 
情况 下 ， 后 考 的 长 度 不 随时 间 而 改变 。 
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HH — A € ， 
人 数 。 (52. 20) 
把 互 = pb 代入 第 三 个 方程 , 我 们 得 到 

dvs QVs 6 

DR Va -去 当 o+ 评 p*) ee 

由 此 可 见 , 磁场 已 从 方程 内 消去 , 网 题 变 成 求 (52. 18) 式 和 (52. 21) 
趟 的 解 。 但 是 ， 这 些 方程 和 通常 流体 动力 学 中 的 一 稚 运 动 方程 不 
同 的 地 方 , 只 是 气体 的 状态 方程 有 变化 , 代替 实在 的 方程 p= p(P) 
(保持 灶 s 不 变 ),: 必须 利用 方程 : 





六 6b? 

PCP) = PP) + oP 
由 于 这 一 情况 ， 可 以 把 通常 流体 动力 学 的 全 部 结果 移 用 到 我 们 所 
研究 的 电磁 流体 力学 的 运动 情况 。 特 别 是 可 以 应 用 一 从 行 波 精 确 
解 的 公式 ( 黎 曼 解 )9, 而 且 共 中 的 声速 为 


-VY/(S) = Yt 人 ep ps ty rp 


这 和 (52. 16) 式 符合 一 致 。 





例 题 


献 求 不 可 压 篇 流体 内 电磁 沪 体 力学 波 的 吸收 系数 ( 假 完 它 很 小 )。 
解 ， 波 的 吸收 系数 定义 为 


式 中 6 为 荆 秒 内 单位 体积 内 所 耗 散 的 平均 能 量 ( 对 时 间 平 均 )， 而 5 为 波 内 
的 平均 能 泳 密 庆 。 在 传播 时 波 的 振幅 与 ez 成 正比 地 窒 减 ，@ 由 (51.6) 式 
的 右 倒 答 出 ; 在 不 可 压 纳 流体 内 , 对 在 间 方向 传播 的 波 (- 与 此 相应 , rz 一 0)， 


我 们 有 
=-( 红 ) + 人 (全 多 ). 


@ 参阅 “过 粮 介质 力学 "第 二 县 司 94。 





Ed 
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在 (51.9) 的 能 流 密 度 内 ， 我 们 路 去 小 的 耗 散 项 ,于 是 有 





1 
dz= 一 了 hv. 


利用 (52.10) 和 (52.13) 式 , 苦果 得 到 


w3 7 C2 
本 二 2 二 Taare 


§ 53， 切 向 间断 和 旋 辕 问 断 


“理想 ”的 电磁 流体 力学 媒质 (没有 粘性 、 导 热 性 和 电阻 的 媒 
质 ) 的 运动 方程 , 和 在 通常 的 流体 动力 学 中 一 样 ,容许 阅 断 流动 。 

为 了 关 明 间断 面 上 必须 满足 的 条 件 ， 我 们 来 研究 这 面 上 的 某 
一 面 元 , 并 且 和 采用 与 面 元 一 起 运动 的 坐标 系 @。 

首先 在 加 断面 上 , 物质 流 必须 为 连续 的 , 即 从 表面 一 侧 进 入 的 
气体 量 必须 等 于 表面 另 一 侧 出 来 的 气体 量 。 这 表明 piv1n == paoan 
式 中 下 角 标 1 和 2 指 间断 面 的 两 侧 ， 而 下 角 标 即 表 示 与 间断 面 重 
直 的 矢量 分 量 。 下 面 我 们 用 花 括号 表示 某 一 数量 在 间断 面 两 侧 的 
数值 之 差 。 于 是 

{pvn}=0. 

共 次 , 能 量 流 必 须 为 连续 的 , 利用 (51. 9) 式 (并 略 去 了 共 中 耗 

散 项 ), 我 们 得 到 


外 pvn(S+o )+ 二 [on 已 一 Ha(vH) 1 =0 


动量 流 也 必须 为 连续 的 。 这 条 件 表 明 {ITiwnw) = 0， 式 中 ITis 为 动 
量 流 密度 张 县 , 而 n 为 表面 法 种 方向 的 单位 矢量 。 利 用 (51. 8) 式 ， 


我 们 由 此 得 到 

人 
@。 由 于 这 一 条 件 , 只 在 垂直 于 表面 的 方向 上 , 坐标 对 的 速度 才 是 固定 的 , 而 与 才 
面相 切 的 速度 , 则 可 以 添上 一 个 任意 的 恒定 矢量 。 


和 
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1 、 
} pon vi— HH 一 0， 

4 7 


式 中 下 角 标 t 表示 与 表面 相 切 的 矢量 分 量 。 
最 后 ， 磁 场 的 法 向 分 量 和 电场 的 切 向 分 量 也 必须 为 连续 的 。 
当 媒质 的 电导 率 为 无 限 大 时 ， 威 生 的 电场 为 


E= = 一 十 [YH]. 
因而 由 条 件 [Es]=0 给 出 
| {Havi— Hvn}=0. 
下 而 不 用 气体 密度 , 而 采用 体积 度 一 厂 更 为 方便 。 通 过 间 
断面 的 质量 流 密 度 我 们 用 了 表示: 本 
JPon 一 让 
考虑 到 7 和 也; 的 连续 性 ， 其 余 的 边界 条 件 可 以 写成 下 列 ， 
形式 : | 





uw j2V? VH?Y_ H» 
了 妇 十 i 十 一 一 一 za - 4 Hve}, (53. 1) 
(p} + FV} + (HY =0, (53. 2) 
jw) = {Hs), (58. 3) 
Ha{lvi}=j{VH). . (59. 4) 


这 也 就 是 描写 电磁 流体 力学 中 的 间断 的 基本 方程 粗 。 


大 家 知道 , 在 通常 的 流体 动力 学 中 , 有 两 种 完全 不 同类 型 的 问 
断 一 一 冲击 波 和 切 向 间断 @。 这 两 种 间断 类 型 的 发 生 ， 在 数学 上 
说 ， 是 由 于 某 些 边界 条 件 的 方程 可 以 写成 两 个 因子 的 乘积 等 于 堆 
的 形式 ; 分 别 今 每 一 因子 等 于 零 , 我 们 得 到 两 个 完全 独立 的 解 。 
@ 矢 归 “连续 介质 力学 ”第 二 版 $81。 
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在 电磁 流体 力学 内 ,方程 (53. 1) 一 (53. 4) 没 有 这 样 的 形式 , 因 
而 可 能 认为 只 存在 一 种 类 型 的 间断 ， 它 包括 了 各 种 可 能 的 特殊 情 
况 。 但 是 ,实际 上 也 发 现存 在 不 同类 型 的 间断 , 它们 并 不 是 某 一 种 
加 断 的 特殊 情况 (F. De Hoffman 和 EE. Teller, 1950) 

首先 , 我 们 研究 j=0 的 间断 , 这 表明 , vin 一 02m 一 0, 也 即 是 流 
体 平 行 于 间断 而 运动 .如 果 这 时 及 4 才 0, 则 从 方程 (53. 1) 一 (53. 4) 
看 出 , 速度 、 压 强 和 奢 场 必须 为 连续 的 , 而 密度 (以 及 灶 、 温 度 等 等 ) 
则 可 以 有 任意 的 跃 变 。 这 种 间断 可 以 称 为 “接触 间断 ”, 它 代表 密 
度 和 温度 不 相同 的 两 静止 媒质 癌 的 分 界面 。 

如 果 7 了 ==0 时 , Hw 也 等 于 零 , 则 在 (53. 1) 一 (53. 多 的 四 个 方程 
中 , 三 个 方程 立即 恒 被 满足 ; 由 此 看 出 , 这 是 一 种 特殊 情况 ”这 样 
一 来 ,我们 得 到 一 类 闻 断 ， 和 在 通常 的 流体 动力 学 一 样 , 可 以 称 它 
为 切 向 间断 。 在 这 种 加 断 面 上 , 速度 和 磁场 与 间断 面相 切 , 而 且 数 
值 和 方向 都 有 任意 跃 变 : 

7 一 0， 互 "一 0，{ 人 (vt 二 0，{(HL) 款 0. (53. 5) 

. 密度 的 跃 变 也 可 以 取 任 意 数值 , 而 压强 跃 变 与 Ht 的 跃 变 由 (53. 2) 
式 联 系 起 来: 





{Vy}@#0， 和 p+ 二 1=0. (53. 6) 
其 他 热力 学 量 ( 炳 .温度 签 等 ) 的 跃 变 , 可 以 利用 气体 状态 方程 就 从 
V 和 ?的 跃 变 求 出 。 
另 一 种 间断 类 型 是 气体 密度 没有 跃 变 的 间断 。 由 于 通 量 j= 
= 节 是 连 各 的 ， 因而 从 密度 不 存在 跃 变 立即 得 出 ， 速度 的 法 向 分 量 
也 将 是 连 纺 的 : 
7 大 0，{V})= 二 0，{vn} 二 0. (53. 7) 


其 次 , 把 (53. 4) 式 右 侧 的 了 移 到 花 插 号 外 ,再 以 (53.3) 式 除 
(53. 4) 式 , 我 们 得 芭 
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二 -7 (53.8) 
由 (53. 3) 或 (53. 4) 式 得 出 
(vi) = WU 7 (Hi) (53. 9) 


在 (53. 1) 式 内 ,我们 合 ww=s 二 pV; 考虑 到 了 的 连续 性 , 按照 (53. 8) 
式 代 赫 及 s, 关 将 各 项 并 项 后 , 可 以 将 它 改 写 为 


jt8} + pt + 上 | 一 0. 

由 于 等 起 (53. 2), 其 中 第 二 项 变 成 走 , 而 由 于 (53. 9) 式 , 第 三 项 也 
变 成 老 , 于 是 只 和 镜 下 {s} ==0, 也 即 是 , 除了 密度 为 连续 外 , 内 能 也 是 
连 种 的 。 但 是 任何 其 他 的 热力 学 量 , 只 要 。 和 是 已 知 的 , 就 可 单 
值 地 定 出 。 因 此 ， 共 他 的 热力 学 量 (其 中 包括 压强 ) 也 是 连续 的 。 
于 是 从 (53. 2) 式 得 出 ， 在 方 83 也 是 连 种 的 , 也 即 是 矢量 He 的 经 
对 值 为 , i 
{p} =0, {fH:}=0. (53. 10) 

有 4 与 也 ,同时 为 巡 续 的 表明 , 颖 量 了 HH 的 总 息 对 值 以 及 H 与 法 线 疝 
的 夹 角 也 都 为 连续 的 。 

(53. 7)— 0 A 
质 。 在 这 些 间断 面 上 , 气体 的 热力 学 量 为 连续 的 , 而 磁场 则 米 法 辜 
方向 转动 , 但 其 绥 对 值 保持 不 变 。 除 了 矢量 Ht 外 ， 一度 的 切 向 分 
量 [ 按 照 (53. 9) 式 ] 也 发 生 跃 变 ， 而 其 法 向 分 量 ww= j7 则 为 连续 
的 ,并且 等 于 


一 吾 i -A : 《53. 11) 


s V4mp 
我 们 称 这 种 赔 断 为 旋转 则 斯。 \ 
有 趣 的 是 我 们 注意 到 ， 由 适当 选择 坐标 系 ， 常常 可 以 使 得 在 旋 
” 转 更 断面 的 两 偶 , 气体 的 速度 与 场 平行 .为 此 只 要 变换 到 新 坐标 系 
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就 行 了 (参阅 308 页 上 的 底 注 )， 这 新 坐标 系 相 对 于 原来 坐标 系 的 
运动 速度 等 于 
vis—Hiay/ 三 -we HzVy 天 > 
在 新 坐标 系 内 ， 在 间断 面 两 侧 ,v 的 三 个 分 量 与 吾 的 相应 分 
的 比值 相同 ， 并 等 于 W 起 ,也 即 是 


w=HV 卫 ， w=Hay 二 (53. 12) 


由 此 可 见 , 在 新 坐标 条 内 ， 严 度 与 磁场 一 起 旋转 , 但 其 数值 以 及 与 
法 线 问 的 夹 角 保 持 不 变 。 

速度 us 取 相反 的 正 负 号 ， 也 是 间断 相对 于 流体 的 传播 速度 。 
te ee td ee 
相等 性 对 任何 旋转 问 断 都 存在 , 这 一 事实 在 某 种 程度 上 是 偶然 的 ， 
但 在 间断 面 上 各 个 量 的 跃 变 很 小 时 ， 这 种 相等 性 却 是 必然 的 。 实 
际 上 ， 这 种 问 断 代表 一 种 弱 扰 动 , 这 时 速度 v 和 磁场 HH 获得 垂直 
于 通过 H 和 法 线 n 的 平面 的 小 增 量 。 这 种 扰动 恰好 属于 相 速 度 为 
ui 的 类 型 。 小 扰动 波 阵 面 传播 的 物理 速度 为 群 速度 在 波 障 面 法 线 
方向 .也 即 是 在 波 矢量 k 上 的 投影 。 但 由 于 % 和 kk 成 弹性 关系 , 我 
们 有 3 


5 一 CD3? 


因此 , 上 述 投影 等 于 相 速 度 元 一 wu。 


虽然 急 向 则 断 和 旋转 间断 代表 不 同类 型 的 间断 ， 但 也 存在 同 
时 具有 两 者 性 质 的 间断 。 这 种 间断 就 是 v 和 机 在 间断 面 上 是 切 向 
的 ,而且 只 转动 而 移 对 值 不 变 。 

大 家 知道 , 在 通常 流体 动力 学 内 , 切 向 问 断 对 无 穷 小 扰动 常常 
是 不 稳定 的 ， 这 就 引起 它们 快速 地 扩展 为 泪 流 区 域 。 但 是 磁场 对 
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导电 流体 的 运动 有 稳定 作用 , 因而 其 中 的 切 向 问 断 可 能 为 稳定 的 。 
这 种 情况 的 产生 , 是 由 于 受到 扰动 时 流体 的 横向 移动 (对 场 而 首 》 
:使 “ 粘 在 ”流体 上 的 磁力 粹 伸 长 的 自然 精 果 , 同时 引起 出 现 一 种 力 ， 
趋向 于 恢复 未 扰动 的 运动 。 对 不 可 压 糖 流体 内 的 间断 进行 相应 的 
研究 (C. H. 西 罗 瓦 葡 基 ，1953), 得 到 了 使 间断 稳定 所 必须 同时 满 
足 的 两 个 不 等 式 : 
H+H2>2rpv,, (53. 13) 
[HH ”2rp(C[Haiv] 2 二 [Hov]2) 
式 中 v 一 va 一 vi 为 间断 面 上 的 速度 跃 变 ( 参 关 本 节 的 例题 1)@。 
但 是 , 审 实 上 , 由 于 流体 内 存在 小 而 有 限 的 粘度 和 电阻 , 因而 
切 向 间断 不 会 在 无 限 长 时 则 内 保持 如 此 , 尽管 条 件 (53. 13) 满 足 。 
虽然 这 时 也 不 发 生 汕 流 , 但 代替 尖锐 的 阅 断 面 , 我 们 得 到 逐 浙 扩展 
的 过 渡 区 域 , 其 中 速度 和 磁场 从 某 一 值 平 坦 地 变 到 另 一 值 。 
根据 运动 方程 (51. 12) 和 (51. 13), 井 在 其 中 保留 耗 散 项 , 很 容 
易 证 明 这 一 点 。 我 们 选择 间断 面 的 法 线 方 向 为 x 轴 。 假 定 全 部 量 
只 与 * 坐标 有 关 《〈 也 可 能 与 时 间 有 关 )， 我 们 写 下 这 些 方 程 的 横 
向 分 量 为 - , . 
oH _ c2 22H, 
Di 4mro dv? ” 








(53. 14) 





(假定 流体 不 可 压 粮 )。 如 果 我 们 假定 运动 是 稳定 的 ， 则 这 些 方 程 
的 堪 便 为 雾 。 但 是 这 时 当 z 一 士 呈 时 仍然 为 有 限 的 唯一 解 , 是 Hs 一 
一 常数 ，vt 一 常数 ,这 与 假定 这 些 量 的 数值 有 变化 的 假设 相 了 矛盾 。 
由 此 可 见 ， 切 向 间断 没有 稳定 的 宽度 〈 例 如 ， 如 能 冲击 波 所 具有 





@ ”如 时 在 间断 两 负 不 可 压 纺 媒质 的 密度 不 泣 ， 则 在 这 些 条 和 件 下 ，? 应 当 朋 


Dp1P2 必 : 
一 一 -一 . 代 鞭 。 
nt 二 Pp2 l 
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的 )。(53. 14) 式 为 导热 方程 的 形式 。 从 导热 理 葵 可 知 ,这 方程 所 
描写 的 量 的 间断 随 着 时 间 的 流逝 扩展 为 过 滤 区 域 ， 过 滤 区 域 的 袖 
度 与 时 间 的 平方 根 成 正比 地 增加 。 由 于 (53. 14) 两 个 方程 内 的 系 
数 不 相 同 , 因而 速度 的 和 场 的 变化 区 域 的 宽度 3 和 ia 也 不 相同 : 


or 
Bb 2 (53. 15) 


在 不 可 压迫 液体 内 , 当 磁 场 为 任何 值 时 , 旋转 间断 对 无 穷 小 扰 
动 而 首 总 是 稳定 的 (0.H. 西 罗 瓦 菊 基 ，1953)。 但 是 和 切 向 间断 
一 样 , 旋转 问 断 也 不 可 能 有 稳定 的 宽度 , 在 媒质 的 粘度 和 电阻 的 作 
用 下 , 它们 随时 间 而 扩展 (参阅 例题 2)。 


俩 题 


1. 试 求 出 磁场 内 不 可 压缩 的 理想 导电 流体 内 切 向 团 断 的 稳定 条 件 〈(C、 
H. 西 罗 五 菊 基 )。， 
” 解 @ 我 们 写 出 
v=Vvo+v’, 12 一 2 十 2 二 Ho 十 HH 
式 中 vo po Ho 为 未 爱 扰 动 的 恒定 值 ( 在 间断 面 两 侧 ), 而 Vv'，p'，H’' 为 它们 的 
小 扰动 信 。 代 人 到 方程 (51.11) 一 (51.13) 内 ， 人 我 们 得 到 


divu’=0, dv 一 0. (1) 
2 二 ECw (2) 


e+ (VY)V’'= 一 于 wor 一 [urotw'j = 一 VCD' 十 puur) 十 (uv)ur. (3) 


为 了 简单 起 见 ， 我 们 在 这 里 和 -下 面 略 去 了 下 角 标 0， 并 引进 了 符号 = 
= 吾 /V 47p。 把 div 作用 到 方程 (3). 上 , 并 将 虑 到 (1) 式 , 我 们 得 到 

A(p'+ puu') 一 0. (4) 

设 5=0 为 间断 平面 ; 矢量 ,v 和 与 这 面 平行 。 在 每 个 襟 间 z>>0 和 x 一 

一 0 内 ， 我 何 求 出 全 部 量 w，un 几 的 形式 与 etGkropera 成 正比 , 式 中 下 为 

yz 在 面 内 的 二 类 矢量 。 从 方程 (4)， 我们 得 到 如 一 x?=0， 于 是 在 Zz<0 的 一 


@ 参 开 “ 泪 种 介质 力学 "第 二 版 ，§ 30。 
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倒 , 必须 分 «= 十 k, 而 在 z>0 的 一 侧 ， 必 须 售 “= 一 一 z。 其 人 次， 从 (2) 和 (3) 式 
的 z 分 量 内 请 去 v2, 我们 得 到 Q@ 





2 十 puu' 一 一 2 [Co 一 kv)2 一 (ku)’]. (5) 

设 了 =7+(y 2 1 为 闻 断 面 受 到 挑动 时 治 zx 地 的 位 移 。 在 位 移 后 的 面 上 ， 
人 5) 和 (53.6): 

{pt+p atau)’)} 人 {p+ puu’} =0, 
Uni tu ni Om CUV)Y = 0, (6) 
Wn2t unzu2— (UV =0 
(没有 流体 通过 间断 面 的 条 件 ,这 时 自动 地 满足 ) 。 
假定 != 常数 .eic ob 并 从 (06) 起 的 三 个 方程 闪 汗 去 了 ww waz， 我 们 
得 到 确定 % 的 可 能 值 的 方程 为 
(w 一 Ev1l) 十 (o 一 区 v2)2 一 (了 mi)2 十 (ku2)2.。 
这 二 次 式 没 有 复数 根 ， 如 果 
2(kulil)2 十 2(Kau2)2 一 (了 下, Vv, Ee 
或 者 
[2%i%1x + 2u2it2r CVas — V1) CVor — Vik) Tekx>0. 

如 果 方 括号 内 的 二 秩 张 量 的 耿 和 行列 式 是 正 的 ， 则 这 二 次 式 也 是 正 的 。 
由 此 也 可 得 到 正文 内 所 指出 的 条 件 (53. 13)。 

2. 试 求 出 旋转 着 断 随 时 间 而 扩展 的 规律 。 

解 ， 假 定 全 部 量 只 仿 想 于 z 坐标 (和 时 间 ), 从 方程 divv=0 和 divH=0 
得 帆 : vz= 常 数 , 互 * 一 常数。 我 们 选择 坐标 有 系 为 : 在 间断 面 的 两 便 ( 冯 高 过 
渡 层 很 远 处 ), ? 值 和 班 值 的 关 和 陛 为 (53.12) 式 ; 于 是 v6 = 二 wz uu 和 例题 工 内 
的 相 赔 )。 对 于 横向 分 量 ug 和 Vs, 从 (51.12) 和 (51.13) 式 , 我 们 得 到 方程 为 


aut eur ovr CO? 32ul; 





oat tus 37 rap dro dr2? i 
DVi QV: aus Ove 
于 trap 一 to gp + 572 


因为 * 一 士 玫 时 , 由 于 关 和 胰 式 (53. 12)， 差 值 vt 一 us: =0 变 成 雳 ， 因 而 在 过 渡 
层 内 ， 它 小 于 vi 十 对 之 和 。 把 (1) 式 的 两 个 方程 相 加 后 ,， 于 是 我 们 可 以 略 去 


Q@ 方 括号 内 的 式 于 变 为 者 的 情况 ,我 们 不 感 兴趣 ,内 为 这 时 为 实 值 , 而 不 稳定 
性 只 与 。 的 复数 值 有 关 。 
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含有 Ve Es 的 项 ， 因而 得 到 
32 
| Le = (E+ » Cv 十 mr)。 
由 此 看 由, 关 断 的 袖 庆 按 下 多 定律 而 改变 : 


加 ce2 
a (Et) 


8 54.。 冲击波 
我 们 现在 转 到 研究 下 列 类 型 的 间断 其 中 
7 站 0，4V} 才 0. (54. 1) 

这 种 问 断 和 在 通常 的 流体 动力 学 内 一 样 ， 称 为 冲击 波 。 它 们 的 特 
征 是 存在 密度 的 跃 变 和 有 气体 通过 它们 (vwi 和 wns 不 为 雳 )。 磁 
场 的 法 向 分 量 ， 一 般 说 来 不 为 零 ， 但 在 特殊 情况 下 ， 也 可 能 有 
五, 一 0。 

比较 (53. 3) 和 (53. 和) 式 , 我 们 看 出 ， 当 万 4 才 0 时 , 矢量 He 一 
一 了 :和 了 Hi 一 六 Ha 都 平行 于 同一 舌 量 Vot™— Vi1it; 因而 它们 彼 
此 平行 。 由 此 得 出 , Hts 和 His 平行 , 也 即 是 矢量 Hi 和 Ho 与 表面 
”的 法 线 在 同一 平面 内 , 这 与 切 向 问 断 和 旋转 间断 相反 , 在 这 些 间断 
”内 , 一 般 说 来 ， 斑 面 Hu n 和 平面 Ha n 不 重合 。 这 精 果 当 HH 二 0 
时 也 正确 , 这 时 , 从 (53. 4) 式 得 出 , V1His 一 VoHzt( 这 种 情况 将 在 下 
面 洋 盔 研 究 )。 

速度 的 跃 变 ve 一 va 和 Hl，Hs 在 同一 平面 上 。 显 然 ， 对 普 
逼 性 无 任何 限制 ， 我 们 可 以 假定 ， 矢 量 vi 和 vs 也 在 同一 平面 内 ， 
于 是 冲击 波 内 的 运动 按 其 本 质 来 说 为 平面 运动 。 而 且 容易 看 出， 
当 妃 。 二 0 时 , 由 适当 变换 坐标 系 , 常常 可 以 使 在 间断 面 两 侧 ，v 与 
HH 互相 平行 。 为 此 ,必须 变换 到 新 坐标 系 , 它 相对 于 原来 坐标 系 的 
运动 速度 为 3 | 


4 
Vi Hs 一 Vi 一 I 
好 陛 
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[由 于 (53. 4) 的 边界 条 件 ， 在 间断 两 侧 ， 这 个 量 的 数值 相同 ]。 但 
是 , 在 下 面 的 公式 内 , 我 们 将 不 假定 这 种 特别 的 坐标 系 的 选择 。 
我 们 引进 一 个 关系 式 ， 它 对 于 电磁 流体 力学 中 的 冲击 波 所 起 
的 作用 和 通常 流体 力学 中 的 雨 果 和 组 (Hugoniot) 咎 热 相同 。 从 (53. 3) 
和 (53. 4) 式 消去 {vz}, 我 们 得 到 这 关系 式 为 人 


FH -HD); (54. 2) 





我 们 在 这 里 用 于 ;代替 Hi， 已 注意 到 Ho 和 Hus 言行。 为 了 从 
(53. 1) 式 内 消去 ve 我 们 把 它 改写 成 下 列 形式 : 


(to 二 二 (23 上 二 tw 一 巡 H+ HD 一 





- Bap atH =0 


由 于 (53. 3) 式 ， 第 三 项 变 成 雳 于 是 Vi 被 浓 去 。 在 最 后 一 项 内 ， 代 : 
入 (54. 2) 内 的 放 而 在 第 二 项 内 代入 (53. 2) 内 的 六 ,也 即 是 
1 
" 2a 一 人 十 一 一 (万 罗 一 互生 ) 
(于 9) 
经 过 简单 的 计算 后 , 于 是 最 后 得 到 
Cs) + (VV (Hm Bu)"—0 
(54. 4) 
这 也 就 是 所 求 的 电磁 流体 力学 中 的 “冲击 组 热 方 程 ”。 它 和 通常 方 
程 的 不 同 点 是 多 第 三 项 。 
在 这 里 我 们 再 一 次 写 出 (53. 3) 式 : 


vu vu = (Ha Hu), (54. 5) 


由 这 个 式 子 ， 可 以 从 H; 的 跃 变 求 出 四 的 跃 变 。 方 程 (54. 2) 一 
《54. 5) 是 描写 冲击 波 的 完全 方程 粗 。 当 全 部 量 的 跃 变 趋 近 于 雳 


EE es 
时 ， 冲 击 波 的 传播 沫 论 必 须 趋 近 于 小 扰动 的 传播 速度 。 在 通常 的 
流体 动力 学 中 ， 这 表明 弱 冲 击 波 的 速度 趋 近 于 声速 。 但 在 电磁 流 
体力 学 中 , 缮 冲击 波 可 以 有 两 种 不 同 的 传播 速度 (ws 和 wa) 中 。 

我 们 更 深入 地 来 研究 一 下 弱 冲 击 波 ， 并 且 了 解 一 下 其 中 的 各 
个 量 在 那 一 方向 上 改变 。 把 方程 (54. 4) 展 开 为 压强 和 炳 的 跃 变 什 
的 者 级 数 , 我 们 得 到 @ 


2 
T(ss— 81) 7) (ps — Pp1)3— 


i 
、 oaVv 区 a2V > 
学 不 等 式 , 有 (3 ) 二 0， 而 导数 (全 7 ) 对 这 里 所 涉及 的 各 种 媒质 


均 为 正 的 。 因 此 ， 从 (54. 6) 式 看 出 ， 从 条 件 sa 一 sn 可 以 得 到 不 等 
式 好 >pi， 因 而 Vs 二 Vi。 由 此 可 见 ， 和 在 通常 的 流体 动力 学 中 一 
样 , 冲击 波 是 压 和 辖 波 。 这 粘 果 在 这 里 虽然 是 对 弱 冲 击 波 证 明 的 , 但 
看 来 对 任何 强度 的 冲击 波 也 都 是 正确 的 。 

对 弱 冲 击 波 而 疝 ， 我 们 还 可 以 对 磁场 的 改变 方向 作出 一 定制 . 
断 。 当 气体 状态 受到 小 扰动 时 ， 各 个 量 的 变化 由 (52. 8) 和 (52. 9) 
式 相 互联 系 起 来 。 对 变化 8p = ps 一 p11 和 8( 妃 旨 一 互 和 一 已 3 我 们 
得 到 

8(H?) = 8m8p 0 — ww). : 
因为 wwo 和 us 一 wo[ 参 看 (52.15) 式 ]， 而 按照 上 面 所 述 ， 总 是 
8p 之 0， 于 是 我 们 看 出 ， 在 两 种 不 同 的 缮 冲击 波 内 ，H? 因而 也 是 
H?== H+ HH% 的 改变 方向 各 不 相同 。 在 以 速度 ~zo 传播 的 波 内 ， 
磁场 加 强 ， 而 在 以 速度 ~ 传播 的 波 内 , 磁场 碱 弱 。 


@ 以 速度 xi 全 播 的 扰动 , 按 其 特征 , 相应 于 旋转 轩 断 , 如 前 一 闻 所 指出 的 。 
@ 参天“ 连结 媒质 力学 "第 二 版 ，8 83。 
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我 们 现在 来 研究 弱 磁 场 内 的 冲击 波 , 也 即 是 假定 在 间断 两 侧 ， 
H? 安 pw?。 此 外 ,我们 对 全 部 量 的 跃 变 值 不 附加 任何 的 限制 ; 特别 
是 磁场 的 跃 变 值 可 以 和 它 的 总 值 相 上 比较 。 

在 这 里 仍然 有 两 种 可 能 性 。 假 定 密度 和 压强 的 跃 变 不 很 小 ， 
于 是 在 第 一 近似 内 , 我 们 可 以 略 去 (54. 4) 式 内 的 最 后 一 项 , 以 及 上 略 
去 (54 3) 式 内 的 磁场 。 因 而 我 们 又 得 到 通常 的 流体 动力 学 公式 。 
由 此 可 网 ， 各 个 热力 学 量 的 跃 变 值 之 间 的 关系 和 冲击 波 的 传播 速 
度 ， 将 和 通常 的 冲击 波 时 的 相同 。 磁 场 变化 可 从 关系 式 (54. 2) 求 
出 。 因 为 等 式 右 侧 为 场 的 三 级 小 量 ， 因 而 左 侧 也 必须 相同 。 在 第 
一 近似 内 , 可 以 合 {7 瑟 :} 二 VsHis 一 V1 有 HH 圭 0, 由 此 得 


ee 
一 一 一 -一 


邹 然 在 通常 的 冲击 波 内 总 是 Ps 因而 我 们 看 到 ， 在 我 们 所 和 
守 的 波 内 ， 磁场 加 强 。 
方程 (54. 2) 一 (54. 4) 还 容许 另 一 0 性 。 场 很 小 的 假定 对 


三 兰 F。 的 波 , 也 与 (54. 2) 式 是 相 容 的 ， 而 六 是 个 二 级 小 量 ， 等 于 
7 一 于 (54. 7) 


式 中 了 为 了 和 Ts 的 共同 值 。 从 (54. 3) 式 看 出 ， 今 有 =Ts 后 , 在 
相同 的 近似 内 , 我 们 必须 令 
P22 Pi= 一 二 CE 一 妃 2)， (54. 8) 
密度 为 连 灶 的 表明 ， 可 以 把 这 种 类 型 的 冲击 波 看 作 是 不 可 压 
糖 流 体内 的 问 断 。 在 这 间断 上 , 矢量 Ht( 因 而 ve) 的 数值 有 跃 变 ， 
但 方向 不 变 , 而 压强 的 跃 变 (保持 密度 不 变 ), 可 由 (54. 8) 式 从 磁场 
的 跃 变 求 出 。 这 种 疝 断 的 传播 速度 为 .~ 


vna=vn = = Ha £-. 
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这 结果 完全 是 自然 的 ， 而 且 这 种 问 断 存在 的 必要 性 可 以 预先 : 
看 出 来 。 我 们 在 $ 52 内 已 看 到 , 在 不 可 压缩 流体 内 ， 磁 场 的 小 扰 


Ws 





mn 一 也 而 移动 ， 不 论 场 变化 3H 垂直 或 者 平行 于 HH 和 n 的 


平面 ， 都 是 一 样 。 共 中 第 一 种 情况 相应 于 弱 强 诬 的 旋转 间断 (前 
一 节 内 已 计 葵 过 ), 第 二 种 情况 ( 当 跃 变 很 小 时 ) 相 应 于 刚才 所 科 论 
的 间断 。 ， 

为 了 查 明 这 些 间断 内 磁场 强度 的 改变 方向 ， 我 们 来 研究 还 未 
利用 过 的 方程 (54. 4)， 大 把 它 写成 (54. 6) 的 形式 (推导 后 一 方程 
时 ， 工 沟 有 假定 磁场 的 跃 变 值 比 场 本 身 小 )。 将 (54. 8) 式 的 差 值 

pz 一 pi 代 和 大 后 ， 我 们 发 现 , (54. 6) 式 右 侧 第 二 项 是 场 的 四 级 小 量 ， 
而 第 一 项 为 大 般 小 量 , 因而 可 以 略 去 。 从 条 件 ssi 直接 得 出 
Hia=Hu, 
也 即 是 在 这 种 问 断 内 磁场 强度 减 小 。 

我 们 重新 问 到 任意 大 小 磁场 内 的 任意 强度 的 冲击 波 ， 我 们 来 
研究 两 种 特殊 情况 。 设 在 侧 1 上 磁场 垂直 于 冲击 波 的 波 阵 面 ， 也 
即 是 Hu 二 0。 于 是 (54. 2) 式 变 成 , 


多 
Vs H ;= PH 


由 此 看 出 ， 或 者 Hi=0, 或 者 是 H is 具有 任意 值 ， 而 


在 第 一 种 情况 下 , 磁场 保持 与 半 断 面 垂直 , 因而 一 般 间 不 影响 冲击 
波 的 性 质 , 因为 它 已 从 全 部 方程 内 消去 了 。 在 第 二 种 情况 下 , 我们 
过 到 磁场 方向 改变 的 冲击 波 ， 冲 击 波 相对 于 冲击 波 后 面 气体 的 估 
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0 js 
另 一 个 特殊 情况 是 : 在 问 断 面 两 侧 , 冲击 波 与 磁场 方向 垂直 (五 ,一 
=0)®。 在 这 种 情况 下 , 从 (54. 5) 式 , 我 们 得 到 via= vi 也 即 是 速 
度 的 切 向 分 量 仍 是 连 种 的 。 因 此 由 适当 选择 坐标 系 ， 常 常 可 以 使 
得 在 突变 面 两 侧 , v; 二 0, 也 即 是 使 气体 垂直 于 间断 面 而 运动 ; 下 面 
我 们 即 假定 如 此 。 其 次, 从 (54. 2) 式 , 我 们 得 到 
VoH,=V1Hi. 
注意 到 这 一 关系 式 , 容易 证 明 , (54. 3) 式 和 (54. 4) 式 可 以 写 研 





gj 一 上 十 下 二 三 (Fa 一 PD) 一 0 
这 和 没有 硕 场 时 的 通常 的 冲击 波 方程 不 同 之 处 只 是 状态 方程 有 了 
改变 , 即 代 替 芙 实 的 方程 2 一 Dp(7，, s), 必须 利用 方程 p*=p*(V, s)， 
式 中 
Pp” i ae, 
而 字母 5 表示 恒定 乘积 瓦 P。 相 应 地 s* 必须 这 样 定义 , 使 热力 学 
关系 式 (3 3) = 一 p" 被 满足 , 由 此 得 


p2 
87V 


前 一 节 便 经 指出 了 同时 具有 切 向 间断 和 旋 晴 间断 性 质 的 间断 


8* 二 8 十 一 一 > 


”是 存在 的 。 这 些 阐 断 对 冲击 波 也 有 相似 的 关系 。 溃 击 波 和 旋转 阐 


断 间 的 过 滤 间 断 是 这 样 的 间断 ， 其 密度 不 变 ， 而 磁场 的 改变 为 Hs 
变 号 。 冲击 波 和 切 向 间断 间 的 过 滤 问 断 是 这 样 的 间断 ， 其 vn 一 0 


@ 当 n=0 时 ,总共 只 有 一 种 冲击 波 , 这 相应 于 两 个 速度 2 和 us 中 有 一 个 变 
为 罗 , z3 为 堆 的 小 扰动 , 相当 于 能 切 向 天 断 , 它 相 对 于 流体 本 身 是 静止 的 。 
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和 Hn=0, 而 Hi: 的 数值 有 任意 的 跃 变 、 但 方向 不 改变 。 

结束 前 面 两 节 关于 电磁 流体 力学 中 的 回 断 的 研究 ， 我 们 在 这 
里 再 一 次 列 出 它们 的 不 同类 型 : 

1. 接触 间断 : 
j 一 0, {vi} 二 0, 47} 才 0， 人 0, HA0, 《HE 一 0. 

2. 切 向 间断 : 


j==0, {vi} 站 0，{7} 寺 0， p+ 0, H;=0, {Hs:} +40. 
3. 旋转 问 断 : 
j 直 0, (vi 寺 0《 四 二 0, {p}) =0, 有 Hn 站 0; 
矢量 H; 提 转 但 数值 不 改变 。 
4. 冲击 波 : 
”jj 才 0, {7} 寺 0; 矢量 Hi, Han 共 平 面 。 
在 这 四 种 间断 类 型 中 还 存在 过 渡 情 况 , 如 下 图 : 


i 


§ 55。 导电 流体 漠 流 运动 时 的 自发 磁场 

导电 流体 的 汕 流 运动 具有 一 种 奇异 的 性 质 : 它 可 以 引起 相当 
强 的 自发 磁场 。 在 导电 流体 内 常常 存在 由 流体 运动 以 外 的 因素 所 
引起 的 小 扰动 ,并 且 件 随 荐 产生 微弱 的 电场 和 磁场 。 间 题 在 于 : 
这 些 扰动 以 后 的 行为 如 何 ? 也 即 是 由 于 满 流 运动 的 结果 ， 这 些 扰 
动 平 均 说 来 随时 间 加 强 还 是 随时 间 减 弱 ? 下 面 所 提出 的 设想 指 
出 , 按照 流体 本 身 的 性 质 , 两 种 可 能 性 都 可 能 发 生 @。 

磁场 扰动 一 旦 产生 后 随时 间 变 化 的 过 程 ， 取 决 于 两 种 物理 因 





全 ”例如 ,流体 放 轩 部 分 出 现 磁 机 械 歼 应 或 划 至 热 起 伏 。 
加 ”这 一 省 所 氢 相 的 夭 果 是 工 . 巴 契 罗 尔 提出 的 (1950)。 
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素 的 作用 。 一 方面 , 由 于 磁 能 转变 成 感应 电流 的 焦耳 热 , 磁 能 发 生 
耗 散 , 使 磁场 减 小 。 另 一 方面 , 由 于 磁力 线 “ 伸 长 ”而 产生 的 特殊 电 
磁 流 体力 学 效应 , 又 使 磁场 趋向 于 增加 。§ 51 未 信和 经 指出 , 当 导 电 
性 强 的 流体 发 生 运动 时 , 磁力 线 也 和 “ 流 线 " 一 样 运动 , 而 且 在 磁力 
线 每 一 点 处 ， 磁场 强度 与 磁力 线 的 伸 长 成 正比 地 改变 。 但 是 在 满 
流 运 动 中 ， 任 何 两 个 相 邻 的 流体 粒子 ， 盏 均 铅 来 随时 间 流 逝 而 散 
开 。 车 果 磁 力 线 休 长 , 而 磁场 加 强 。 

我 们 现在 来 证 明 , 在 适当 的 条 件 下 , 这 两 种 相反 的 趋势 可 以 相 
互 抵 销 , 因而 我 们 就 得 到 一 种 刊 据 , 可 以 确定 磁场 扰动 在 那 种 情况 
下 增强 , 而 在 那 种 情况 下 喜 减 。 

只 要 流体 运动 所 产生 的 磁场 相当 微弱 ， 我 们 就 可 以 略 去 磁场 
对 流体 运动 的 反作用 。 换 句 话 说, 我 们 得 到 纯粹 的 流体 力学 消 流 ， 
它 产生 一 种 “本 底 ”"， 在 这 本 底 上 形成 磁 扰 动 。 我 们 假定 淇 流 的 速 
庶 场 在 注 流 理 葵 所 指 的 意义 上 是 稳定 的 ， 也 即 是 说 它 的 平均 特征 
保持 不 变 @。 

从 数学 上 说 ， 上 述 忽 略 反 作用 不 计 表 明 ， 在 运动 方程 (51. 13) 
内 , 我 们 可 以 略 去 场 的 二 次 项 , 也 即 是 又 回 到 了 通常 的 纳 稚 -斯 托 
克 斯 方程 : 


DY _upP 
3 YY VptrAv 


(假定 流体 是 不 可 压 辖 的) 如 果 把 项 (vV)v 变换 为 


和 


(VY)Vv= grad 光 一 [vrotv], 


然后 把 rot 作用 到 这 方程 的 两 便 , 于 是 我 们 得 到 


9n 


SF =rot[v2]+rAn, (55. 1) 


四 “注意 到 是 指 对 与 汗 流 脉动 六 期 同 数 量 航 的 时 间 癌 隔 求 平均 ， 但 当然 ， 这 周期 
小 于 全 部 的 观察 时 间 。 
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式 中 为 简单 起 见 , 引进 了 符号 @ 一 二 rot v。 
把 这 方程 与 (51. 2) 式 比较 : 
9 


I C2 
一 一 一 Tot[vH] 十 一 人 AH，, (55. 2) 
ot 470 


它 确定 磁场 随时 间 的 变化 ( 当 速度 分 布 保持 不 变 )。 我 们 看 出 ，9 
和 HH 满足 同一 形式 的 方程 ， 如 果 > 一 二 -, 则 这 些 方程 完全 相同 。 








47ror 
因此 , 在 后 一 种 情况 下 , (55. 2) 式 存在 这 样 的 解 , 其 中 
HH== 常数 :QQ. - (55. 3) 
由 此 可 网 ,如果 
z es (55. 4) 
47rcr 


则 可 以 存在 稳定 的 磁场 (按照 “稳定 "一 向 的 本 义 )。 当 (55. 3) 式 内 
的 常 系数 取 任 何 值 时 ， 这 磁场 平均 议 来 证 不 训 减 也 不 增强 。 可 以 
说 存在 随 遇 平 衡 , 在 这 种 平衡 下 , 上 面 所 指出 的 影响 磁场 变化 的 两 
个 因素 , 恰好 相互 抵消 了 。 

由 此 明显 看 出 , 如 果 流 体 的 电导 率 大 于 二 则 电磁 能 量 的 耗 


. 散 损 失 将 不 足以 抵消 由 磁力 线 伸 长 所 引起 的 磁场 的 墙 加 。 这 样 一 
来 , 我 们 得 到 不 等 式 : 


47vo 


>1 (55. 5) 


它 是 小 的 磁 扰 动 增加 时 引起 产生 自发 磁场 的 条 件 D。 : 
可 以 膏 ， 这 是 潇 流 运动 相对 于 无 穷 小 磁 扰 动 不 稳定 的 条 件 。 
值得 注意 的 是 , 这 个 条 件 的 成 立 可 能 是 定量 的 ,着 不 只 是 在 数量 级 
@ 条 件 (55.5) 是 很 产 格 的 。 例 如 ， 就 未 来 咬 (o 衬 108 秒 -lv=1.2.10-3 
厘米 2/ 秒 )，(55.5) 式 左 侧 的 量 仅 为 1.5.10-7。 因 为 。 和 wv 分 别 随 电荷 和 质量 的 载 苟 


体 的 平均 自由 程 而 增加 ， 因 而 条 件 (55.5) 例如 在 色 球 、 日 插 和 星际 电离 气体 内 可 以 
被 注 足 。 
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上 @。 

条 件 (55. 5) 作为 磁场 增加 的 制 据 ， 只 要 推导 它 时 略 去 磁场 对 
流体 运动 的 反作用 是 正确 的 ， 则 (55. 5) 式 也 是 正确 的 。 磁 场 的 增 
加 将 一 直 继 续 到 建立 一 定 的 稳定 状态 ， 这 时 已 不 能 再 略 去 磁场 的 
反作用 。 虽 然 , 严格 设 来 , 在 这 种 状态 内 , 油 流 的 纯粹 流体 力学 性 
质 已 不 和 原先 的 相同 ， 但 是 这 种 情况 对 求 世 所 建立 的 磁场 的 定性 
分 布 及 其 数量 级 , 并 不 重要 。 

容易 看 出 , 磁场 的 分 布 必须 和 灌流 分 布 2 相 类 似 。 实 际 上 , 从 
直观 的 观点 看 来 ，9Q 是 空间 一 定点 处 流体 的 转动 角速度 。 因 为 磁 
力 灵 和 流体 一 同 运 动 ， 因 而 矢量 再 也 以 相同 的 角 漂 度 转 动 。 所 
以 ， 如 果 在 汕 流 的 任意 两 点 上 ，@ 的 瞬时 值 平均 襄 来 是 互 不 关联 
的 ， 则 这 两 点 处 的 矢量 HH 也 互 不 关联 地 转动 ， 因 而 它们 的 相对 取 
向 也 随时 间 完 全 无 序 地 改变 。 

为 此 ， 我 们 提醒 一 下 汕 流 的 某 些 纯 流体 力学 性 质 @。 洪流 运 
动 可 以 看 成 是 不 同 天 小 的 “ 汕 流 豚 动 ”的 集合 ， 从 最 大 的 “外 尺度 ” 
7 到 最 小 的 “内 尺度 ”Mo。 前 者 等 于 一 个 转 征 长 度 ， 这 长 度 确定 了 
发 生 湛 流 运 动 的 区 域 的 大 小 ,后 者 给 出 一 个 距 癌 的 数量 级 , 在 这 距 
”高 上 粘度 和 由 它 所 引起 的 能 量 耗 散会 变 为 重要 的 。)o 可 用 1 和 整 


个 湛 流 运动 的 雷 诗 数 民 一 此 来 表示 (w 的 数量 级 等 于 距离 1 上 在 


ne 或 者 用 1 克 流 体 在 1 秒 内 所 耗 散 的 能 量 s 
v3\4 Ll 
天 A (55. 6) 
RE 

@ 应 读 指 世 , 上述 理由 虽 是 可 信和 的 ,但 不 是 已 完全 证 明了 和 的 。 例 如 入.B. 泽 耳 
多 雁 奇 (3exsgoagd) 已 证 明 ， 它 显然 不 能 应 用 于 所 假定 的 “一 杂 ” 消 流 情 况 〈《 泪 3 工 . 
31, 154, 1956 ) 。 

® “ 参 开 “过 炉 媒质 力学 ”第 二 版 $831 一 33。 


326 第 信人 昔 ”电磁 流体 力学 


在 相距 入 的 两 点 1 和 2 处 的 速度 vi 和 va 的 关联 ， 基 本 上 到 
决 于 入 矿 度 的 豚 动 。 按 照 柯 耳 莫 戈 洛 夫 - 阿 布 荷 夫 定 律 ， 对 于 
和 之 No 的 距离 , 我 们 得 到 

OO 
式 中 Av 一 Va 一 Vi。 在 和 之 和 o 的 距离 上 ， 

AvViAVE IA. 
由 此 容易 求 出 角速度 的 关联 。 因 为 分 量 Qi 和 ms 可 以 分 别 用 vi 
和 vs 的 导数 来 表示 , 因而 将 AviAv 对 点 I 的 坐标 求 微分 一 次 , 再 
对 点 2 的 坐标 求 微分 一 次 后 , 我 们 得 到 


DomeN i, 当 入 六 和 No， 
DiiOok 一 常数 , 当 入 所 和 No. 
这 些 公 式 指明 只 在 达到 一 6 的 距离 处 , 角速度 的 关联 才 占 重要 ; 而 
在 更 大 的 距离 时 , 这 种 关联 很 快 地 三 弱 。 
根据 以 上 所 述 , 自发 磁场 的 分 布 具 有 相同 的 特征 。 它 只 在 ~ 
线 度 的 空间 内 有 关联 分 布 。 在 更 大 的 距离 上 , 矢量 H 的 相对 取向 
实际 上 完全 是 无 序 的 。 
由 算出 完全 运动 方程 : 


一 -一 So 一 ~ 一 一 一 一 一 一 


(55. 7) 


内 的 各 项 , 现在 很 容易 求 出 磁场 的 数量 级。 既然 矢量 旦 在 一 的 
距离 上 完全 改变 方向 , 因而 方程 右 侧 最 后 一 项 的 数量 级 为 
H? 
4mrPNo 
另 一 方面 , 我 们 来 计算 (vv)v 项 。 对 于 入 尺度 的 脉动 , 它 的 数量 级 
为 党 , 式 中 wv 为 在 入 距离 上 的 玉 度 变化 。 但 是 按照 灌流 理 花 中 熟 


知 的 公式 , 我 们 有 
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A 

oo 六) 9 当 入 之 入 0) 
a (55. 8) 

wR 入 ， 当 入 和 0. 


因此 , 当 A> 时 , 比值 党 oA 当 和 Ko 时 ,9 坚 coy 因而 当 和 ~ 


时 它 有 极 大 值 由 此 可 兄 
(vvJvr 2 
No 


最 后 , 比较 两 项 的 大 小 , 我 们 得 到 
H*~4mpv,. (535. 9) 


Me # (Cys)。 因 此 ,也 可 以 写 为 





H2~ fe 一 a Rg (55. 10) 


这 些 式 子 亦 确定 了 自发 磁场 的 数量 级 。 有 趣 的 是 将 磁场 能 与 
流体 的 湛 流 运动 能 进行 比较 。 大 家 知道 ， 后 者 基本 上 集中 在 尺度 
最 大 的 脉动 内 (尺度 为 ~1), 其 数量 级 为 pwvz。 磁 能 基本 上 集中 在 
小 尺度 一 Xo 的 “ 磁 肪 动 ”? 内 。 根 据 (55. 9) 式 ， 磁 能 可 以 和 相同 尺度 
的 溃 流 的 动能 相 比 较 ， 但 是 根据 (55.. 10), . 它 小 于 总 动能 。 这 些 芥 
断 更 精确 的 数学 表述 是 : 如 果 把 速度 和 磁场 的 空 半分 布展 开 为 傅 
立时 积分 ， 划 动能 基本 上 集中 在 包含 小 波 矢量 ~ 二 的 庙 分 量 内 ， 
而 磁 能 则 集中 在 包含 大 波 矢量 4~ 寺 的 竹 分 量 内 。 

| 在 汕 流 运动 中 ， 能 量 不 断 地 从 大 尺度 的 吸 动 传 到 小 尺度 的 肝 
动 ， 并 且 实 际 上 没有 任何 耗 散 。 只 在 Xe 尺度 的 脉动 内 ， 这 “能 流 ” 
才 发 生 耗 散 。 当 磁场 不 存在 时 ， 耗 散 的 机 构 完 对 是 由 于 流体 的 粘 
滞 性 。 在 本 节 所 研究 的 导电 流体 的 满 流 运 动 中 ，xo 尺度 的 脉动 内 
的 能 量 , 一 部 分 由 于 流体 的 粘 灌 性 而 引起 耗 散 , 另 一 部 分 由 转变 为 
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磁场 能 , 然后 变 成 焦耳 热 而 耗 散 。 

我 们 现在 来 计算 建立 稳定 态 所 需 的 时 间 ， 为 比 ， 我 们 来 研究 
(55. 2) 式 , 其 右 侧 两 项 的 数量 毅 分 别 为 


How __ HovNo., Hyv ce2H 
NN 3 NM droM 
阁 然 我 们 已 知道 随 过 平衡 存在 的 精确 条 件 (55. 4)， 因 而 我 们 也 可 
知道 这 两 项 内 的 系数 加 的 精确 关系 式 , 并 且 可 写 为 


oH ek H 
3¢ 47o /NG 


由 此 看 出 , 小 扰动 按 指数 定律 随 着 时 则 而 增加 : 
SE Gs 7} (55.11) 
47rorz 


如 果 一 2 之 1 则 简单 地 有 。 。 于 是 初始 小 扰动 一 Ho 扩展 成 为 、 
(55. 10) 式 的 稳定 场 万 的 时 间 zx 的 数量 狼 为 


r~ 总 in 二:~ 菏 ~( 2 OE A (55. 12) 


Ee 
均值 变 为 老 。 换 句 话说 , 在 我 们 所 研究 的 情况 下 (也 即 是 在 容许 有 
自发 磁场 的 条 件 下 )， 不 为 需 的 平均 磁场 的 存在 是 与 汕 流 不 相 容 
的 。 这 一 性 质 必 然 导 至 ， 在 注 流 运动 的 流体 上 (在 有 限 体积 内 ) 加 
上 不 十 分 强 的 外 磁场 ， 则 该 流体 的 行为 就 和 超导体 一 样 。 因 而 相 
当 强 的 磁场 (五 ?> pw?) 必 然 会 透 入 到 流体 内 , 从 而 “压制 "着 灌流 。 
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$ 56， 色 散 不 存在 时 电介质 内 的 场 方程 
在 §45 内 我 们 便 写 出 了 金属 内 的 交 变 电磁 场 方程 : 


.ot 二 和 _ 工 < 了 8 5 
rot HH oE, rot E = Ty (56. 1) 


这 些 方 程 当场 变化 相当 “ 慢 ” 时 是 正确 的 : 场 的 频率 必须 使 相应 于 
定 态 情况 下 的 j 对 EE 和 B 对 H (如 时 后 者 一 般 襄 来 是 重要 的 话 ) 
的 关系 仍然 保持 正确 @。 

现在 我 们 转 到 研究 电介质 内 交 变 电磁 场 的 类 似 半 题 ， 关 县 才 
述 出 适用 于 某 些 频 率 的 场 方程 ， 在 这 些 频 率 时 DD 和 以 及 B 和 
H 则 的 关系 和 在 恒定 场 中 相同 。 如 通常 的 情况 ， 如 果 这 种 关系 是 
简单 的 比例 关系 , 则 上 述 的 条 件 表 明 , 可 以 假定 

D=sE, B=nH, (56. 2) 
其 中 s 和 上 为 静态 值 。 

如 果 频 率 和 引起 物质 电极 化 或 磁极 化 的 分 子 或 电子 振动 的 本 
征 频率 相近 , 则 这 些 关 系 式 就 遭 到 破坏 (或 者 说 , s 和 上 出 现 色 散 ) 
这 些 频率 的 数量 级 与 物质 的 种 类 有 关 , 工 且 在 很 宽 的 范围 内 变化 。 
对 电 现 象 和 磁 现 象 , 这 频率 的 数量 级 也 可 能 完全 不 同 @。 


四 ”条 件 1 人 < 和 与 (56.1) 式 的 有 效 性 无 关 ,， 对 第 七 章 内 所 三 究 的 问题 ， 这 条 件 的 
意义 是 : 可 以 答 航 忽略 导体 外 的 场 内 的 灌 后 数 应 。 

”图 “例如 , 在 金刚 石 内 , 电极 化 是 田 于 电 于 引起 的 ，# 的 色散 只 从 光 几 的 柴 外 区 开 
始 , 在 像 水 这 样 的 极 性 液体 内 , 极 化 是 由 于 具有 刚性 偶 极 矩 的 分 于 的 取向 所 引起 的 , 而 
遇 & 的 色散 从 频 府 wo 一 104 开始 (也 序 从 厘米 波段 开始 )。 在 铁 化 物质 内 , x 的 色散 开 

始 得 还 要 早 些 。 
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在 精确 的 微观 的 麦克 斯 韦 方程 内 , 直接 用 平均 值 王 和 了 B 代 换 
e 和 h, 我 们 得 到 方程 : 
div B=0, (56. 3) 


-_13B 
rot EE 7 (56. 4) 


因此 ， 这 些 方程 在 任何 条 件 下 都 是 适用 的 。 对 精确 的 微观 方程 
dive 一 4rp 求 平均 值 , 我 们 得 到 方程 : 

div DPD =0, | (56. 5) 
( 参 关 $6), 而 且 只 利用 了 导体 的 总 电荷 等 于 雳 这 一 条 件 。 十 分 显 
然 , 这 种 推导 和 $ 6 内 所 假定 的 场 的 静态 性 质 完全 无 关 ， 因 而 方程 
(56. 5) 在 交 变 场 内 也 是 正确 的 。 


对 精确 方程 
roth= 二 Se pv | (56. 6) 
求 平 均值 , 还 可 以 再 得 到 一 个 方程 。 由 直接 取 平 均 得 出 
9 47r 一 一 
rot B= 十 +pv. (56. 7) 


但 是 对 与 时 间 有 关 的 宏观 场 , 要 得 到 平均 值 pv 与 前 面 所 引入 的 量 
之 问 的 关系 , 则 是 相当 困难 的 。 比 较 简 单 的 是 不 直接 求 平 均值 , 而 
利用 下 面 更 为 形式 的 方法 来 求 平均 。 

我 们 暂时 假定 , 在 电介质 内 放 和 天 了 体 密度 为 px 的 外 电荷 ， 这 
些 电荷 运动 时 产生 :外 "电流 计 ， 而 这 些 电 荷 的 守恒 由 连 秆 性 方 
表示 : - 


2 J- div I = 0. 


于 是 代替 (56. 5) 式 ,我 们 有 
div 也 一 47rP% 
[参阅 (6. 8) ]。 将 这 等 式 对 时 间 求 微分 ， 振 利用 连续 性 方程 , 我 们 
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得 到 





2 ap 
2t a 
或 
div (用 十 4rjv )= 0. 


由 此 得 出 ， 在 符号 div 下 的 矢量 可 以 写成 另 一 矢量 (表示 为 oH) 的 
旋 度 形式 ; 二 是 


ro tH = in 十 (56. 8) 


在 物体 外 ， 这 些 方程 必须 与 臭 襟 内 的 精确 的 必 克 斯 书场 方程 
相同 , 这 相应 于 矢量 匡 等 于 磁场 强度 ， 在 物体 内 , 在 静态 情况 下 ， 
电流 jx 和 磁场 的 关系 式 为 


‘ot HM, 


式 中 王 为 $27 内 所 引入 的 量 ， 并 以 一 定 的 方式 和 平均 场 强 B 联 
条 起 来 ”由 此 得 出 , 在 频率 趋 近 于 雳 的 极限 情况 下 , (56. 8) 式 内 的 
矢量 H 等 于 静态 值 HCB), 而 我 们 所 假定 的 场 的 变化 "很 慢 ` 表明 ， 
对 这 样 的 交 变 场 , 相同 的 关系 王 (B) 有 效 。 由 此 可 见 , H 变 成 完全 
确定 的 量 , 在 消去 辅助 量 jx 以 后 ,我们 最 后 得 到 方程 : 


_192D 
rot HH 2 33 (56. 9) 


对 电介质 来 说 , 这 个 方程 代替 了 金属 内 的 场 方程 (56. 1) 的 第 
一 式 。 可 能 会 认为 ， 对 于 金属 内 的 交 变 场 ， 在 这 个 方程 内 还 必须 


及 含 有 导数 的 项 ， 也 即 是 写 为 


s 9E 


全 
rot H=—oE++t— 二 


(56. 10) 


其 中 系数 s 为 津 数 。 
但 是 对 于 良 导 体 ( 鞭 正 的 金属 ), 这 一 项 的 引 估 是 毫 无 意义 的 。 
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(56. 10) 式 右 侧 的 两 项 实质 上 是 展开 为 场 类 率 的 里 级 数 的 头 两 项 。 
弃 然 假定 了 后 者 很 小 ， 因 而 考虑 第 二 项 充其量 也 只 是 表明 引入 了 
一 个 小 修正 项 。 实 际 上 ， 它 莽 至 还 没有 这 样 的 意义 , 因为 事实 上 ， 
在 金属 内 , 对 场 的 空间 分 布 不 均匀 性 所 引起 的 修正 项 , 要 上 比 对 频率 
的 修正 项 更 早 地 显示 出 来 (参天 260 真 上 的 底 注 )。 

但 是 对 畦 殊 的 一 类 物体 , 即 不 自 导 体 , (56. 10) 式 可 能 有 意义 。 
由于 某 种 特殊 原因 (全 导体 内 传导 电子 很 少 .电解 质 溶 液 内 离子 的 
迁移 率 很 小 ), 这 些 物 质 的 电导 率 非常 之 小 , 因此 , 在 o 和 s 还 可 以 
认为 常数 的 频率 下 , (56. 10) 式 右 侧 第 二 项 可 以 和 第 一 项 相 比 ， 或 
者 甚至 超过 第 一 项 。 在 单 色 场 内 , 第 二 项 与 第 一 项 的 比值 为 


8 。 
47ror 


如 果 这 上 比值 很 小 ， 则 物体 的 行为 和 电导 牵 为 的 普通 导体 相同 。 
当 频 率 o 六 -和 纪 时 ,物体 的 行为 和 介 电 常数 为 。 的 电介质 相同 。 


在 s 和 人 为 常数 的 均匀 媒质 内 ， 方 程 (56. 3) 一 (56. 5) 和 
(56. 9) 变 成 


div E=0, div H =0, (56. 11) 
ot 开 二 一 此 38 一 8 9E 
rotE DF rot H 人 (56..12 ) 


按 通 常 方式 从 这 些 方 程 内 消去 EC 或 H), 我 们 得 到 
, ee ee _Ls oH 








C 9 C2 2382 7? 
因为 rotrotH=graddivH—AH = 一 人 再, 于 是 我 们 得 到 波 方程 为 
_ sk oH 
c2 oat2 | 


由 此 看 出 , 在 均匀 的 电介质 内 , 电磁 波 的 传播 速度 为 . 


C 
一 一 一. 56. 13 
~ ek 人 ) 
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在 电介质 内 ,电磁 能 通 量 密度 由 和 人 金属 内 相同 的 公式 给 出 : 
S 一 -2 _T[EHI]， (56. 14) 
47r 


在 计算 出 div S 后 , 这 很 容易 证 明 。 利 用 (56. 4) 和 (56. 9) 式 我 们 
得 到 


div Ss=-(H rot E— ErotH) = (加 + HS 


-名 (56. 15) 


这 和 密度 和 焕 保持 不 变 时 电介质 的 内 能 微分 式 
: dU =-(E dD+H dB) 
相同 。 
大 家 知道 , 由 于 相对 葵 不 变性 的 普通 要 求 ; 能 量 通 量 密 度 必 须 
和 场 动量 的 空间 密度 相等 ( 除 差 因子 ec? 外 )2。 因 此 后 者 等 于 


(56. 16) 


在 求 交 变 电磁 场 内 电介质 上 所 受到 的 力 时 ， 特 别 应 该 考虑 到 
这 种 情况 。 利 用 应 力 经 量 ow 可 以 算出 力 (属于 单位 体积 ) 为 


Doip 
f= az 


但 是 这 时 必须 考虑 到 ,os 为 动量 流 密谋 ， 它 包括 物质 的 和 电磁 场 
的 动量 变化 。 如 果 把 { 理解 为 只 作用 在 媒质 上 的 力 ， 则 从 上 述 的 
表达 式 内 还 必须 减 去 场 单位 体积 的 动量 变化 : 
一 加 和 -EH (56. 17) 
在 恒定 场 内 , 最 后 一 项 等 于 雳 , 因此 以 前 没有 发 生 这 一 问题 。 
由 于 场 变化 很 “ 慢 ”, 对 于 应 力 张 量 , 可 以 应 用 前 面 对 恒 定 场所 


”这 是 四 锥 能量- 动量 张 量 对 克 性 的 必然 车 果 , 会 天 “扬花 ”第 二 版 ，$ 31. 
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得 到 的 表达 式 。 例 如 , 在 液体 介 电 媒质 内 ,oix 为 电 部 分 (15. 9) 和 
磁 部 分 (34. 2) 之 和 。 

但 是 将 这 些 式 子 对 坐标 求 微分 时 还 必须 注意 到 ， 代 赫 恒 定 场 
(电流 不 存在 ) 的 方程 rot E=0，rot H=0， 我 们 现在 要 用 方程 
(56. 12), 由 计算 得 到 下 面 的 灶 果 : 

ee 


ST 
BAN HI|, sep-1 9 
4+y | 了 pl 2 [PH (56. 18) 








§ 57。 运动 电介质 的 电动 力学 


媒质 的 运动 引起 电场 和 磁场 发 生 相 互 作用 的 现象 。 对 于 导体 
内 的 这 种 现象 , 已 在 8 49 内 研究 过 了 。 现 在 我 们 来 研究 电介质 内 
的 这 种 现象 。 这 时 实际 上 所 指 的 是 存在 外 电场 或 磁场 时 在 运动 电 
介质 内 所 发 生 的 现象 。 但 是 应 访 着 重 指出 ， 它 们 与 由 物体 本 身 运 
动产 生 场 的 现象 , 没有 任何 共同 之 处 (后 者 已 在 8$ 35 和 50 内 研究 
过 了 )。 

“49 内 的 出 发 点 是 从 一 坐标 系 变换 到 另 一 坐标 系 时 的 场 变换 
公式 。 这 时 ， 我 们 只 要 知道 芙 空 内 的 电场 强度 和 磁场 强度 的 普通 
变换 公式 就 够 了 , 由 对 这 些 公式 求 平 均 ， 喜 直接 得 到 也 和 了 3 的 变 
换 公式 。 在 电介质 内 , 由 于 描写 电磁 场 的 量 数目 较 多 , 因而 问题 也 
要 复杂 得 多 。 

在 宏观 物体 的 运动 中 ， 实 际 上 只 涉及 上 比 光 速 小 得 多 的 速度 。 
但 是 为 了 得 到 相应 的 近似 变换 公式 ， 最 简单 的 仍 是 根据 适用 于 一 
切 速度 的 精确 的 相对 论 公 式 。 

大 家 知道 , 在 趴 空 内 的 场 的 电动 力学 中 , 电场 强 诬 矢 量 e 和 磁 
场 强度 矢量 h 的 分 量 ， 实 际 上 是 二 秩 的 反对 称 四 蕉 张 量 (4- 张 量 ) 
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的 分 量 D, 斌 然 EE 和 B 为 e 和 hh 的 平均 值 ; 因而 对 四 维 张 量 来 设 ， 
情况 也 相同 ， 这 样 一 来 , 我 们 有 一 个 4- 张 量 fir, 其 分 量 为 @ 

0 万。 一 万 —ik, 

ps-|-B: 0 BD 





. (57. 1) 
B, -BB, 0 ik, 
ih, ib, ib, 0 
利用 这 个 张 量 , 可 以 把 第 一 对 考 克 斯 韦 方 程 
divB=0, rotE= 一 士 字 (57. 2) 


写成 四 维 形式 : 


oF;p ，D91kpr , 9Fws _ 
Be EE +t az 一 人 . (57. 3) 


由 此 关 明 了 这 些 方程 的 相对 论 不 变性 , 应 着 重 指出 , 因为 是 在 精确 

的 微观 的 麦克 斯 韦 方程 内 直接 用 平均 值 E 和 B 代替 e 和 而 得 

到 这 些 方程 的 , 因而 十 分 明显 ，(57. 2) 式 也 可 以 应 用 于 运动 的 

物体 。 ee 
第 二 对 麦克 斯 书 方程 : 


divD=0, rot HE 一 二 与 7 《57. 4) 


在 运动 媒质 内 也 仍然 保持 相同 的 形式 。 这 从 前 一 节 的 讨 乔 可 明显 
看 出 , 那里 只 利用 了 运动 物体 和 静止 物 体 所 具有 的 共同 性 质 ( 例 如 
总 电荷 等 于 才 )、 但 是 这 时 DD 和 B 与 E 和 H 间 的 关 和 未 ， 不 必 和 静 
上 下 媒质 内 的 相同 。 

由 于 方程 (57. 4) 无 答对 静止 物体 或 运动 物体 都 是 正确 的 ， 因 
而 在 洛 侩 兹 变 换 下 应 保持 共 形 式 不 变 。 对 于 昔 空 内 的 场 ,矢量 DD 


Q@ 参 开 ‘ 扬 共 ”第 二 版 ,$822,25。 
多 在 本 节 正 广内 (不 包括 例题 ) 张 量 的 下 角 标 取 的 值 为 1， 2, 3, 4, TS 


入 坐标 : Xl 二 xX，X2=Yy,，T3 二 2， 4 一 2C8。 
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和 H 与 E 和 B 相等 ,因而 第 二 对 考 克 斯 韦 方 程 的 相对 葵 不 变性 下 


现 为 ， 利 用 同一 张 量 训 w 也 可 以 将 它们 写成 四 稚 形式 : Fix3z ee 一 


一 09。 因 此 ， 十 分 显然 ,为 了 保证 (57. 4) 式 的 相对 论 不 变性 , 必须 
使 矢量 和 了 开 的 分 量 实际 上 和 4- - 张 量 的 分 量 一 样 变换 ， 这 上 张 量 
的 构成 完全 和 张 量 Fis 相似 , 我 们 把 这 张 量 表示 为 Hix: 








0 H; —H, 一 1PD。 

一 万 0 Hs —iD 
Hin= yy (57. 5) 

H, —H;, 0 — %D; 

iD, iD, iD, 0 
利用 它 , (57. 4) 式 可 以 写 为 
aip -0 | (57. 6) 
AXk 


在 说 明了 E、D.、H.B 的 四 帮 张 量 的 特性 以 后 ， 我 们 同时 也 就 
知道 了 从 一 参考 系 变换 到 另 一 参考 系 时 这 些 量 的 变换 定律 。 
我 们 感 兴 趣 的 与 其 是 这 个 变换 定律 ， 而 无 宁 是 运动 媒质 内 这 些 量 
的 相互 关系 , 它们 推广 了 适用 于 静止 媒质 的 关系 式 : 
D=sE 和 .B= 久 H. 
我 们 用 wi 表示 媒质 速度 的 4- 矢量 ; 它 的 分 量 和 三 条 速度 v 的 
关系 为 





so 
Sa 2 M0 
我 们 可 以 从 这 4- 矢量 和 4- 张 量 Fiw 与 Hiw 组 成 这 样 的 租 合 , 它们 
在 静止 媒质 内 变 为 EE 和 DD; 而 4~- 舌 量 Fipwup 和 及;xwy 就 是 这 样 的 
和 姐 合 ; 当 V=0 时 ， 它们 的 时 间 分 量变 为 雳 , 而 空间 分 量 分 别 变 为 E 


@ 人 参 虹 '“ 场 座 ” 第 二 版 ,$ 29。 
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和 D。 因 此 , 十 分 明显 , 等 式 D= aE 的 四 维 推 广 为 ? 
Hipus = 8F ;pWUp. (57. 7) 
由 类 似 方式 可 以 证 明 , 关系 式 虽 = AHE 的 推广 是 四 灼 方程 : 
于 十 可 51 十 了 ii 一 及 (五 ia 十 吾 pi 十 再 pp) (57.8) 
从 四 蕉 表达 式 重 新 变换 到 三 维 形 式 ， 可 以 从 这 两 个 方程 得 到 
矢量 关系 式 @: 
iD 十 LvH] = a( 于 十 二 [LvB] ) 
(57. 9) 
B+ 去 [EvJ=w(H+ 去 [Dv]) 
这 些 公式 最 先 由 工 . 天 可 夫 斯 基 (1908) 导 出 , 在 对 速度 值 向 未 作 任 
何 假定 的 意义 上 , 它们 是 很 精确 的 。 假 设 比值 二 很 小 , 除 差 一 次 项 


外 ,对 DD 和 B 解 这 些 方程 , 我 们 得 到 
D=sE+ -Lt[vH], (57. 10) 
B= pH+ ALL[Ev]. 57. 11) 


这 些 公式 和 麦克 斯 书 方程 (57. 2) 与 (57. 4) 一 起 ， 构 成 了 运动 电 介 
质 电动 力学 的 基础 。 
考 克 斯 韦 方程 的 边界 条 件 也 有 一 些 改变 。 和 前 面 一 样 ， 从 方 
程 divD=0 和 divB=0， 得 到 威 应 强度 的 法 向 分 量 的 连 粮 性 条 - 
件 为 . 
Dui=Dns Boi 一 Boa . (57. 12) 
从 静止 参考 系 天 变换 到 与 物体 的 给 定 面 元 一 起 运动 的 新 参考 
中 应 读 注 意 到 在 号 出 只 包含 速度 局 部 值 的 关系 式 时 , 我 们 已 略 去 了 可 能 存在 速 
度 陡 度 所 引起 的 乙 效 应 (例如 浊 转 隘 效 应 , 参天 8 35)。 


加 ”如果 在 静止 媒质 内 , 关系 式 DD= EE 或 B= pH 中 有 一 个 不 戌 立 , 则 在 关 条 式 
(57.9) 内 的 相应 式 于 必须 用 竺 式 两 侧 两 个 矢量 和 之 间 的 另 一 画 数 关 采 来 代 营 。 
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系 K', 可 以 非常 简单 地 得 到 场 的 切 向 分 量 的 条 件 ; 将 物体 面 元 的 
运动 速度 ( 沿 法 线 n 的 方向 ) 以 ww 表示 。 于 是 在 参考 系 K' 内 , 通常 
的 E; 和 H 为 违 续 的 条 件 是 正确 的 。 按 照相 对 其 的 变换 公式 @， 
这 些 要 求 和 矢量 的 切 向 分 量 的 下 列 连 续 性 条 件 等 效 : 
E+ [vB] 和 H—T[vD]. ' 
把 它们 投影 到 垂直 于 n 的 平面 上 , 并 考 媒 到 等 式 (57. 12)， 我 们 得 
到 所 求 的 边界 条 件 为 
Ln, Es—E:]="*(Bs— Bi), 


《57. 13) 
[n, Hs—Hi]= -2(Ds—D). : 


如果 把 (57. 10) 一 (57. 11) 式 代入 上 式 ,并 略 去 和 的 高 丈 项 , 于 
是 我 们 得 到 


Fn, Pa 一 互 ] 一 二 (pa 一 ADHe 
(57. 14) 
Ln, Hs— Hi]j= (ea sD Er. 
在 这 种 近似 下 ， 在 等 式 右 侧 可 以 不 必 区 分 分 界面 两 侧 的 了 和 荆 
值 。 


如 果 物 体 运动 时 物体 表面 在 焉 埋 于 共 本 身 的 方向 不 发 生 移 动 
(例如 旋转 体 焰 其 轴 转 动 ), 则 v 二 0。' 只 在 这 种 情况 下 , 边界 条 件 
(57. 13) 或 (57. 14) 才 变 成 E; 和 Hi; 为 连续 的 通常 条 件 。 


例 题 
1. 设 介 电 球 在 均匀 的 恒定 磁场 名 内 匀速 述 动 (在 凌空 内 )， 就 求 球 局 加 
所 产生 的 电场 。 


@ 人 参阅“ 场 论 ” 第 二 版 §23。 
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解 ， 在 计算 所 产生 的 电场 时 ,必须 把 磁场 取 为 和 球 静止 时 的 相同 ， 因 为 
考虑 磁场 变化 的 反作用 将 引起 更 高 次 的 小 修正 项 。 球 内 的 磁场 为 均匀 的 , 闪 
等 于 


HG = 区 
[与 (8. 2) 式 比较 ]。 

由 于 转动 龙 稳 定 的 , 因而 所 产生 的 电场 蛋 定 不 变 , 和 任何 恒定 电场 一 样 ， 
它 具有 场 势 记 = 一 grad p。 球 外 的 场 势 满足 方程 Ap'‘”=0， 而 球 办 的 场 势 满 
是 方程 : 


enx—1 
Ap (0 一 9 


QH'D, (1) 


式 中 9 为 转动 角速度 [在 diy P=0 内 代入 (57.10) 式 的 上 并 合 v=[ 上 9Qr]， 
部 得 到 这 个 方程 ]。 在 球面 上 , D 的 法 向 分 量 的 连 粮 性 条 件 为 


(4) 
一 < 十 二 一 TatoHeD — (oan) (Hn)} 一 
r= 
gp(9) 
四 ar A (2) 


式 中 a 为 球 的 牛 笃 , n 为 z 方向 的 单位 矢量 。 
由 于 球 是 对 称 的 , 所 求 的 电场 决定 于 两 个 恒定 矢量 : 2 和 甸 。 从 它们 的 
分 量 , 可 以 构成 对 名 和 @ 为 线性 的 标量 名 o 和 张 量 


名 ;9 + OQs Soo. 
对 条 项 之 和 每 于 零 。 与 此 相应 , 我 们 求 得 球 外 的 场 势 为 - 


工 92 (二 1 ~\_ Dix ninx 
《6) 一 一 四: ik 
多 6 Dix GTiOTi\T 2 3 2 (3) 


式 中 Dix 为 恒定 张 量 (而 且 Dit=0)，Di 为 球 的 四 极 电 和 矩 张 量 @ 。92 内 流 
有 常数 /+ 形式 的 项 ,因为 这 一 项 给 出 穿 过 球面 的 不 为 零 的 总 电 通 量 (但 球 是 
不 带电 的 )。 球 内 的 场 势 为 

9 中 一 区 5 Digminet SE OH (7? —a?). (4) 
第 一 项 为 齐 次 方程 Ag= 0 的 解 ， 而 其 中 系数 的 选择 应 保证 球面 上 的 声势 (以 
及 EE:) 为 连 粮 的 。 将 (3) 和 (4) 代 入 (2) 内 , 我 们 得 到 


as 3(é4—1) 2 
Cre yCET (名 :xz 十 乌 rGi 一 5 总 2)。 (5) 





Dir 二 一 


D 参阅 “ 场 论 ” 第 二 上 厂 $ 40。 
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由 也 可 见 , 在 转动 球 周 围 所 产生 的 电 声 是 四 极 子 性 质 的 ， 而 县 球 的 四 极 迄 由 
公式 (5)@ 和 给 出 。 特 别 是 , 如 果 球 绞 外 场 的 方向 (* 韩 ) 坊 动 ， 则 Dix 只 有 对 角 
分 量 : 
as 4(ex—1) 
¢ (3+2£)(2++) 
2. 设 磁 化 球 比 焉 行 于 磁化 方向 的 轴 坊 动 (在 欣 实 内 )。 斌 求 球 周 国 所 产 
生 的 电场 四 。 
解 ， 球 内 的 磁场 是 均匀 的 ， 而 且 可 坟 按 有 照 方程 BT2H"”=0[ 比 较 
(8.1)] 和 各 一 王 =4rM 用 恒定 磁化 强度 M 来 表示 , 由 此 得 


4rM 
一 HG) 一 Se 


Dxzz= 一 ©0, Dzs 一 也 yy 一 一 已 ex 


B= 


(57. 9) 式 的 第 二 式 在 现在 的 情况 下 不 成 立 ( 由 于 对 汪 止 的 铁 磁 人体， 公式 B= 
,三 + 了 HH 不 适用 ), 而 从 第 一 式 , 在 球 办 我 们 有 


D= eE 十 二 [vB] 一 二 [vHI] eE+4 E+ Or ym]. 


在 球 外 所 产生 的 电场 势 满足 方程 Ap'” =0， We 
Sr(2E 十 1) 17 
3ce 


在 球面 上 , D, 连 种 的 边界 条 件 为 


(4$) (0) 
PL a ee 
Br lr-g 、 3C ar 


Ap 0) 一 





? 
re 


式 中 6 为 法 线 方 向 n 与 9 和 M 方向 (z 刷 方向) 并 的 夹 角 。 于 是 求 得 pe 和 
pm 让 的 形式 为 


y= Digning -2 (3co0s?0 一 工 )， 








273 
9 中 一 -Drz(3cos20 一 1 十 红 人 2 二 MG (72 一 02)， 
从 边界 条 件 得 到 塌 动 球 的 四 极 电 符 的 妻 达 式 为 
Ds= 一 洪 呈 二，Doo=Dor= 一 去 Do 


@ 与 此 类 似 , 在 均匀 电场 内 转动 的 球 周 图 产生 四 极 磁场 。 这 时 球 的 四 极 磁 算 由 
《5) 式 改变 正 负 号 , 托 分 踢 以 m E， 区 代 换 Ep 并 而 得 到 的 公式 求 出 。 

加 ”如果 磁 化 方向 和 旋转 埋 不 相合 , 则 间 题 的 所 法 完全 改变 ， 因 为 球 向 局 图 空间 
发 射电 磁 波 。 
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-~ -一 -一 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 - 


作为 球 的 总 磁 符 。 对 金属 球 , 必须 售 < 一 cc, 于 是 


Dz 一 一 药品 .好 CE2 人 





§ 58。 介 电 常数 的 色散 

我 们 现在 求 研究 快 交 变 电 磁 场 这 一 非常 重要 的 问题 ， 这 种 场 
的 频率 不 必 小 于 建立 物质 电极 化 和 磁极 化 的 特征 频率 。 

随时 间 而 变化 的 电磁 场 ， 也 必然 是 随 空间 而 变化 的 。 在 频率 
为 w 时 空间 的 周期 性 由 波长 决定 ， 波长 的 数量 级 为 一 二。 当 频 率 


再 增加 , 最 后 入 变 成 与 原子 线 度 a 辐 数量 级 。 在 这 种 情况 下 , 场 的 
宏观 描写 变 成 不 可 能 

为 此 可 能 发 生 这 样 的 问题 : 一般 说 来 ， 是 否 存在 一 个 频率 区 ， 
域 , 在 这 区 域内 ,一 方面 已 出 现 色散 现象 ， 另 一 方面 仍然 容许 宏观 
的 研究 。 容 易 看 出 ， 这 样 的 区 域 是 必须 存在 的 。 在 物质 内 建立 电 
极 化 或 磁极 化 的 最 快 的 机 构 是 电子 机 构 ， 共 弛 瑰 时 并 为 原子 时 间 


的 数量 级 ,其 中 ax 为 原子 的 线 庶 ， 而 " 为 原子 内 的 电子 的 速度 。 
但 是 由 于 v6, 因而 相应 于 这 时 间 的 波长 一 学 仍 然 大 于 w 下 面 


我 们 假定 >a 的 条 件 满 足 ?。 但 是 应 注意 到 , 这 条 件 不 是 充分 的 : 
金属 在 低温 时 存在 一 个 不 能 应 用 宏观 理论 的 频率 区 域 ， 尽 管 不 等 
式 和 >a 仍 被 满足 (参阅 8 67)。 | 

下 面 所 氢 进 的 形式 理 纶 ,在 同样 程度 上 适用 子 金 属 和 电介质 。 
' 当 频率 相应 于 原子 内 电子 的 运动 (光学 频率 ) 或 者 更 高 的 类 率 时 ， 
金属 和 电介质 在 性 质 上 的 定量 差别 , 实际 上 已 完全 消失 。 





@® 对 小 比 信和 外 的 以 下 震 次 的 项 所 引起 的 效应 ( 务 为 自然 旋光 性 )， 将 在 $ 88 内 
研究 。 
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从 $56 的 计 沦 看 出 , 麦克 斯 韦 方程 的 形式 : 





.div D=0, div B=0. ; (58. 1) 
sl oD, 19D . 
rotE 2 rot H 2 (58. 2) 


在 任意 的 交 变 电磁 场 内 仍然 不 变 。 但 是 这 些 方 程 在 很 大 的 程度 上 
是 没有 内 容 的 ， 除 非 其 中 所 包含 的 诸 量 D, B 和 E, HH 之 间 已 建立 
了 一 定 的 关系 。 在 我 们 现在 所 研究 的 高 频率 下 ， 这 种 关系 和 适用 
于 静态 情况 与 色散 不 存在 时 应 用 于 交 变 场 的 关系 ， 无 任何 共同 
之 处 。 

首先 这 种 关系 以 前 所 具有 的 一 个 基本 性 质 一 一 DD 和 B 单 值 地 
依 顿 于 同一 时 鹿 的 瑟 和 互 值 一 已 遭 到 破坏 ， 在 任意 交 变 场 的 
普 逼 情况 下 , 某 一 时 列 的 D 值 和 3 值 ， 并 不 是 只 由 同一 时 记 的 瑟 
值 和 了 值 来 决定 。 相 反 地 可 以 断 营 , 某 一 时 刻 的 D 值 和 B 值 , 一 
般 襄 来 ， 依 束 于 以 前 时 刻 的 画 数 ECt) 和 H(t) 的 值 。 这 种 情况 表 
明 , 物质 电极 化 或 磁极 化 的 建立 , “来 不 及 ” 赶 上 电磁 场 的 变化 (这 
时 引起 物质 的 电 性 质 和 磁性 质 来 发 生 色散 现象 的 频率 ， 可 以 完全 
不 相同 )。 

在 这 一 节 内 ,我 们 讨论 D 对 卫 的 依 顿 关 系 ， 至 于 物质 磁性 质 
的 色散 特征 , 将 在 8 60 内 讨 葵 。 

在 8 6 内 ,全 按照 定义 万 = 一 divP 引进 极 化 矢量 P, 式 中 为 
物质 内 电荷 的 其 正 密 度 ( 微 观 密度 )。 这 等 式 表 明 整 个 物体 是 电 中 
性 的 , 并 由 它 ( 和 物体 外 的 条 件 P=0) 可 以 证 明 : 物体 的 总 电 和 矩 等 
于 积分 Pa。 十 分 显然, 这 种 推荐 在 同样 程度 上 适用 于 交 变 场 和 
恒定 场 。 由 此 可 见 , 在 任何 交 变 场 内 , 包括 存在 色散 的 情况 ,矢量 
P 一 二-(D 一 E) 都 保持 着 为 物质 单位 体积 电 短 的 物理 意义 。 


| 在 快 交 变 场 内 , 实际 上 常常 遇 到 的 是 较 弱 的 场 强 。 因此 ,可 以 
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.假定 DD 和 EE 的 关系 是 线性 的 PD。D(t) 和 以 前 时 刻 的 画 数 E(t) 的 
值 志 的 最 普 逼 的 线性 关系 可 以 写成 积分 形式 : 





D () =EC) 二 |TCDEG 一 -dr (58..3) 


(由 于 下 面 所 天明 的 原因 , 可 以 方便 地 分 出 EC) 项 )。 式 中 f(7) 为 

时 间 的 画 数 , 与 媒质 的 性 质 有 关 。 按 照 与 静电 公式 D 一 sE 的 类 似 

性 , 我 们 把 关系 式 (58. 3) 写 成 算 符 形式 : 
D= 8E, 

式 中 3 为 灵性 积分 算 符 , 它 的 作用 由 (58. 3) 式 得 出 。 

”任何 交 变 场 都 可 以 用 传 立 叶 展 开 式 化 成 单 色 分 量 的 集合 ， 共 
中 各 个 分 量 对 时 间 的 关系 由 因子 er- 输出。 ,对 于 这 种 场 ,D 和 荆 
的 关系 式 (58. 3) 变 为 下 列 形式 : 

D= s(w)E, (58. 4) 
式 中 的 画 数 s(w) 定 义 为 


PO | fCr)eiotar. (58. 5) 


由 此 可 见 , 对 于 周期 场 ， 我 们 可 以 引进 介 电 常数 作为 D 与 已 问 的 
比例 系数 , 但 是 ， 这 个 系数 不 但 与 媒质 的 性 质 有 关 , 而 且 也 与 场 的 
频率 有 关 。s 对 频率 的 依 顿 关系 ， 称 为 它 的 色散 定律 。 
本数 s《w) 一 般 说 来 是 复数 , 我 们 把 它 的 实数 部 分 和 蕊 数 部 分 
表示 为 s" 和 s": 
sa(aw) 一 8 和 (58. 6) 
从 定义 (58. 5) 直 接 看 出 ， 
@ 这 里 我 们 理解 D 只 萎 性 地 依 顿 于 E, 而 不 依 辐 于 时。 在 恒定 场 内 ，D 对 开 
的 线性 关系 为 对 时 间 变 号 必须 保持 不 变 前 要 求 所 排 奈 。 在 交 变 扬 内 ， 这 一 条 件 不 存 


在 , 因而 在 物质 的 一 定 对 称 类 型 下 , D 对 班 的 起 性 关系 是 可 能 的 ,但 是 它 是 上 一 底 注 
内 所 提 到 的 与 生 同 数量 般 的 小 元 应 。 
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s(—w)=e*(w). (58. 7) 


在 这 式 子 内 分 开 实 数 部 分 和 妃 数 部 分 , 我 们 得 到 
s'(—w)=8(w), s"(—w)=— es"(w). (58. 8) 


由 此 可 见 , s 是 频率 的 偶 面 数 , 而 s" 是 频率 的 奇 画 数 。 

当 频 率 很 小 时 (与 色散 的 起 始 边 界 比 较 ), 可 以 把 画 数 se(w) 展 
开 为 上 的 老 级 数 。 这 时 偶 面 数 a (w) 的 展开 式 内 只 包含 偶 交 里 的 
项 , 而 奇 画 数 s"(w) 的 展开 式 内 只 包含 奇 次 老 的 项 。 在 o 一 0 的 极 
限 情况 下 , 在 电介质 内 , 画 数 s(o) 当然 趋 近 于 静电 介 电 常数 (我 们 
把 它 表示 为 so)。 因 此 , 在 电介质 内 , s'(o) 的 展开 式 从 常数 项 so 开 
始 ,而 se”《w) 的 展开 式 , 一 般 襄 来 从 与 a 成 比例 的 项 开始 。 


当 频 率 很 小 时 , 也 可 以 对 金属 来 研究 画 数 s(w)， 只 要 我 们 这 


样 来 定义 它 : 在 极限 w 一 0 时 方程 


1 9D 
rotH= 本 
变 成 导体 内 的 恒定 场 方 程 : 
47r 


rot H= okE. 
es le 
但 是 在 周期 场 内 , < 
极限 表达 式 为 


必须 变 成 4roE。 
一 一 4os 互 ， 人 s(w) 的 








3 


(0) -i (58. 9) 
由 此 可 见 , 在 导体 内 ， 夯 数 s(ow) 的 展开 式 从 与 二 成 比例 的 卡 


数 项 开始 ， 这 一 项 可 以 用 相对 于 恒定 电流 的 普通 电导 率 0 来 表 
示 。s《w) 的 展开 式 以 下 一 项 为 实 常 数 ， 但 是 这 个 常数 在 金属 内 








QD 有 时 可 以 将 柄 数 &Cw) 的 虚数 部 分 以 (53.9) 式 表示 (对 各 种 短 率 而 贰 )， 这 上 归 


， 千 为 引进 新 逆 数 54w2) 以 代 蔡 E(w); 但 这 种 变换 斋 制 掉 了 这 而 数 的 物理 意义 。 
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不 县 有 像 电 介质 内 了 那样 的 静电 值 的 意义 。 此 外 ,还 必须 再 指出 ， 
如 果 电 磁 波 场 的 空间 不 均匀 性 效应 比 它 的 时 加 周期 性 效应 出 现 得 
要 早 , 则 展开 式 的 这 一 项 没有 任何 普 到 的 意义 。 
在 超导体 内 , 常常 存在 由 于 磁场 “ 透 大 深度 ”小 所 引起 的 显著 
不 均匀 性 。 但 是 现在 还 不 清楚 : 人 常数 s《w) 的 概念 一 般 说 来 对 
超导体 是 否 还 有 意义 。 


$ 59， 很 高 频率 时 的 介 电 常数 


在 w 一 c 的 极限 下 , 画 数 s(w) 趋 近 于 1。 这 可 从 简单 的 物理 
设想 明显 看 出 : 当场 的 变化 非常 快 时 ， 引 起 电场 瑟 与 威 应 强度 D 
发 生 差别 的 极 化 过 程 , 一 般 说 来 求 不 及 发 生 。 

我 们 可 以 求 出 高 频 时 适用 于 任何 物体 (不 花 是 金属 或 电介质 ) 
的 画 数 s(o) 的 极限 形式 。 即 是 场 频率 必须 大 于 物质 原子 内 全 部 
电子 或 至 少 大 多 数 电子 运动 的 频率。 当 这 条 件 满足 时 ， 计 算 物 质 
的 极 化 可 以 把 电子 视 为 是 自由 的 ， 从 而 略 去 它们 彼此 之 问 以 及 与 
原子 核 之 间 的 相互 作用 。 

原子 内 电子 的 运动 速度 "小 于 光 的 速度 ， 因 此 电子 在 波 的 一 


个 周期 内 所 通过 的 距离 之 小 于 波长 方 。 由 于 这 一 点 ， 在 求 电子 在 


ee i 可 以 假定 电磁 波 场 是 均 呈 的 电子 的 
运动 方程 为 | 





mae —eE=eEoe'®!, 
式 中 。 和 由 分 别 为 电子 的 电荷 和 质量 ; 由 此 得 到 vw 一 2。 电子 
ek 





在 场 的 作用 下 发 生 的 位 移 r 与 v' 的 关 条 为 fr 一 V'; 因而 r= 一 一 5。 


Mw 


@ 为 了 避 葛 引起 视 会 ,我 们 注意 到 ， 与 $56 比较 ， 符号 有 一 些 改变 。 对 不 其 导 
体 , 在 (56.10) 式 内 E(w) 是 和 全 +& 之 和 。 
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物质 的 极 化 强度 了 为 物质 单位 体积 的 偶 极 逢 。 对 全部 电子 求 和 ， 
我 们 得 到 : 
ng 





式 中 入 为 物质 单位 体积 内 全 部 原子 内 的 电子 数 。 另 一 方面 ， 根 据 
电 威 应 强度 的 定义 ，D=sE=E+4wP。 因此， 最 后 得 到 下 面 的 
公式 . 





47r Ne” “ 
一 上 一 59. 1 
人 (w) 1 pi ( 9 ) 


这 公式 的 应 用 区 域 ， 实 际 上 从 最 轻 元 素 的 远 柴 外 区 或 较 重 元 
素 的 伦琴 射线 频率 开始 @。 a 


`§ 60。 导 磁 牵 的 色散 
和 介 电 常数 s(w) 不 同 ， 导 磁 率 jCw) 当 类 率 增加 时 很 快 失 去 
物理 意义 。 
为 了 关 明 这 个 问题 ， 我 们 来 分 析 一 下 ， 在 交 变 场 内 ， 量 M= 
=<B— 各 一 了 ) 作为 单位 体积 的 磁 短 的 物理 意义 ， 究 葛 准 持 到 何 种 程 
ER 


ee 《60. 1 
微观 电流 密谋 的 平均 值 与 平均 场 的 关系 为 (56. 7) 式 : 
rot 了 一 全 P7 上 二 3 (60. 2) 
从 这 个 式 子 减 去 方程 : 
Ss rotH 一 十 2 
我 们 得 汉 


@ 为 保持 ECw) 在 麦克 斯 书 方程 内 的 本 来 意义 , 绥 率 还 必须 满足 人 条件: < 。 
俱 是 我 们 以 后 将 看 到 (§99), 在 高 频 时 也 可 粹 对 (59.1) 式 添上 一 定 的 物理 音义 。 
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pv =crot M+ 3 (60. 3) 


而 且 如 $ 27 内 所 示 , 只 在 条 件 pv =c rot M 和 在 物体 外 M=0 时 ， 
积分 (60. D 才 能 化 成 |Mar 的 形式 。. 


由 此 可 见 , 量 M 以 及 磁化 率 的 物理 意义 与 略 去 (60. 3) 式 中 的 
项 3 的 可 能 性 有 关 。 现 在 我 们 求 看 一 看 容许 这 种 忽略 的 条 件 可 
以 在 何 种 程度 上 得 到 满足 。 

在 给 定 的 频率 下 , 测量 磁化 率 最 合适 的 条 件 , 是 要 求 物 体 的 炎 
度 尽 可 能 地 小 (使 rot M 内 的 空间 导数 增 大 ) 和 电场 尽 可 能 地 弱 
(使 P 藏 小 )。 电 磁 波 场 不 满足 后 一 条 件 ， 因 为 其 中 ~ 万 。 因 此 ， 
例如 我 们 来 研究 线圈 内 的 交 变 磁场 ， 并 且 把 所 研究 的 物体 放 在 线 
图 的 轴 上 。 电 场 的 产生 只 是 由 于 交 变 磁场 的 威 应 作用 。 由 计算 
方程 


的 两 侧 ， 可 以 得 到 物体 内 电场 强度 的 数量 级 ， 由 此 得 到 地 一 所 二 





如 一 名 且 , 式 中 2 为 物体 的 简 府 。 合 e~1, 我 们 得 到 


2 wp ~ ln. 
对 于 磁 夭 M = 二 XH 的 空间 导数 , 我 们 得 到 


c¢ rot M~ XH. 
比较 这 两 个 式 子 , 我 们 发 现 , 如 果 
PX (60. 4) 
则 第 一 项 小 于 第 二 项 。 
十 分 显然 , 只 有 这 不 等 式 容许 物体 的 宏观 矿 度 (至 少 如 此 ), 也 
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划 是 褒 ， 只 有 这 个 不 等 式 和 不 等 式 1 污 a 不 相 耶 盾 ( 共 中 w 为 原子 
-的 线 度 ), 磁化 率 的 概念 于 有 意义 。 在 光学 频率 区 域内 ， 这 条 件 显 


然 已 被 破坏 。 实际 上 , 在 这 些 频率 下 ， 磁化 率 常常 为 一 各 9; 式 中 ， 


为 原子 内 电子 的 速度 ， 而 光学 频率 为 oa 因此 不 等 式 (60.4) 的 
右 便 为 一 a2。 

由 此 可 见 , 从 光学 频率 区 域 开始 , 采用 磁化 这 的 概念 显然 已 没 
有 意义 ,而且 在 研究 这 些 现象 时 , 必须 售 .一 1。 在 这 区 域内 , 计 及 
B 与 HH 的 差别 , 显然 已 过 于 精确 。 实 际 上 ， 在 比 光学 频率 低 得 多 
的 频率 下 , 对 于 超大 多 数 的 现象 , 计 及 几 与 工 的 差别 就 已 经 超过 了 
精密 度 。 


8 61.。 色散 媒质 内 的 场 能 

能 通 量 密度 公式 : 

S=7-[EH] (C61. 1) 
在 任 便 交 变 电 磁 场 内 都 仍然 正确 。 其 中 也 包括 存在 色散 的 情况 。 
这 从 $ 29 末 所 提 到 的 理由 可 以 看 出， 由 于 玉 和 王 的 切 向 分 量 是 
连 禹 的 ,因而 从 S 的 法 向 分 量 在 物体 的 边界 上 为 连续 的 条件 即 可 
得 到 (61. 1D 式 ， 又 从 这 公式 在 物体 外 的 其 空 内 也 是 正确 的 ， 也 可 
得 到 它 。 

物体 单位 体积 内 1 秒 内 的 能 量变 化 为 div S, 利用 玫 克 斯 书 方 
程 , 这 个 表达 式 变 成 

oaB 


-aivS 一 二 E+ HS (61. 2) 


[参阅 (56. 15) 式 ]。 在 不 存在 色散 的 介 电 媒 质 内 , 当 s 入 为 实 党 
数 时 , 可 以 把 这 个 量 袖 为 是 电磁 能 的 变化 : 


@ 任何 顺 磁 或 铁 磁 过 程 的 弛 处 时 间 , 显然 都 大 于 光学 周期 。 
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U = (sE? uH?), (61. 3) 
S77 


这 个 式 子 具有 精确 的 热力 学 意义 : 它 是 密度 和 迷 保 持 不 变 、 场 存在 
和 场 不 存在 时 每 单位 体积 的 内 能 之 差 。 

如 果 存 在 色散 现象 ， 则 不 可 能 有 这 样 简单 的 解释 。 而 且 在 任 
意 色 散 的 普 遥 情况 下 ， 电 磁 能 不 能 合理 地 定义 为 热力 学 量 。 这 是 
因为 色散 的 存在 , 一 般 膏 来 表明 同时 存在 着 能 量 的 耗 散 : 色散 的 媒 
质 同 时 是 吸收 媒质 。 

为 了 求 出 这 种 耗 散 ， 我 们 来 研究 单 色 电磁 场 。 将 (61. 2) 式 对 
时 间 求 平均 , 我 们 得 到 稳定 的 能 量 改变 ， a 
一 秒 内 所 放出 的 平均 热量 8。 

因为 (61. 2) 式 是 场 的 二 次 式 ， 因 而 在 计算 它 时 必须 将 对 部 的 
量 写成 实数 形式 。 如 果 把 正和 HL 理解 为 复数 量 (这 对 单 色 场 是 方 


便 的 ), 则 在 (61. 2) 式 内 的 EE 和 名, 必须 分 别 代 以 下 列表 达 式 : 
二 (E+E*) 和 LivsEtios*E*), 
并 且 对 HH 和 名 代 以 类 似 的 式 子 。 在 对 时 间 求 平均 时 ， 含 有 因子 
ef 的 乘积 EE 和 E*E* 变 为 堆 ; 于 是 剩 下 
QO= 区 {(e*— a)EE*+(u* — 1)HH*)= 
67r 5 . 





=Bs" IEl’+ /IHI’). 

TT 

` 这 表达 式 也 可 以 写 为 

@= ("B+ "HE), (61. 4) 


式 中 世 和 卫 为 实数 场 强 ,而 短 模 丧 示 对 时 竟 求 平均 。 
这 个 重要 的 公式 表明 ， 能 量 的 吸收 ( 耗 散 ) 由 s 和 人 的 化 数 部 
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分 决定 ; (61. 4) 式 内 的 两 项 , 分 别称 为 电 损失 和 磁 损 失 。 由 于 精 增 
加 定律 , 这 些 损失 有 完全 确定 的 正 负 号 : 能 量 耗 散 伴随 着 热量 的 放 
出 , 也 即 是 总 是 @>0。 因 此 , 从 (61. 4) 得 出 , 对 任何 物质 和 任何 频 
率 9，s 和 从 的 虚数 部 分 永远 是 正 的 : 
”sa">0, uw!'>>0 (61. 5) 
s 入 的 实数 部 分 的 正 负 号 ( 当 wm 二 0) 不 受 任何 物理 条 件 的 限制 ， 
于 是 s 和 凡 可 以 是 正 的 , 也 可 以 是 负 的 。 
在 实际 的 物质 内 ， 一 切 非 稳 定 过 程 在 某 种 程度 上 总 是 热力 学 
上 不 可 逆 的 。 因 此 ,在 交 变 电磁 场 内 ， 常 常 在 某 种 程度 上 (虽然 很 
小 ) 存 在 着 电 损失 和 磁 扣 失 。 换 名 话 膏 ， 对 任何 不 为 堵 的 频率 值 ， 
画 数 s"〈o) 和 ww'(w) 都 不 会 严格 地 为 需 。 在 下 一 节 内 我 们 将 看 
到 , 这 种 其 断 具有 重大 的 原则 意义 , 虽然 这 再 毫 也 不 排斥 存在 着 损 
失 变 为 很 小 的 频率 区 域 的 可 能 性 。 \ 
s" 和 jp" 很 小 (与 s' 和 上 比较 ) 的 频率 区 域 称 为 物质 的 透明 
。 区 域 。 在 这 些 区 域内 , 忽略 吸收 之 后 , 我 们 可 以 引进 电磁 场 内 物体 
的 内 能 这 一 概念 , 它 的 意义 和 恒定 场 时 相同 。 
要 求 出 这 个 量 , 只 全 究 纯 粹 的 音色 场 是 不 够 的 , 因为 由 于 这 种 
场 的 严格 的 周期 性 ， 不 会 使 电磁 能 量 稳定 地 储存 起 米 。 所 以 我 们 
必须 研究 一 种 场 , 它 代 表 频 率 在 某 一 平均 频率 wo 附近 的 狭小 问 陋 
内 的 单 色 分 量 的 租 合 。 这 种 场 的 场 强 可 以 写 为 
E=Eo(t)e '*t, H=Ho(t)e Te (61. 6) 
式 中 Eo(t)，Ho(t) 为 时 间 的 粗 变 化 画 数 (与 因子 et 比较 )。 





2 
严格 襄 来 , 这 种 说 法 是 对 热力 学 焉 衡 态 下 (不 存在 交 变 声 ) 的 物体 而 首 , 这 也 
序 是 我 们 处 处 所 假定 的 情况 。 如 果 物 体 不 在 热 下 衡 态 下 ， 划 在 原理 上 也 可 以 为 负 
。 信 。 热 力学 第 二 定律 只 要 求 在 交 变 电磁 场 作用 下 和 和 在 与 丹 的 仔 在 无 关 的 非 热 力学 在 
衡 态 下 总 焕 二 加。 这 种 物体 的 一 个 可 能 汐 例 于 是 全 部 原子 可 用 人 工 方 法 ( 即 不 在 自发 

” 的 热 沂 发 作用 下 ) 变 为 激发 态 的 物质 。 
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必须 把 这 些 式 子 的 实数 部 分 代入 (61. 2) 式 的 右 侧 ， 然 后 我 们 再 对 
一 个 周期 27/wo 的 时 间 求 至 均 , 这 周期 小 于 因子 Eo。 和 Ho 变化 的 
时 间 。. | 
(61. 2) 式 内 的 第 一 项 在 E 用 复数 表示 后 变 为 
1 EtE* DD* 
47r 2 2 
(第 一 项 有 类 似 的 式 子 )。 乘 积 ED 和 E*D* 在 对 时 间 求 平均 后 变 
为 雾 , 因而 一 般 不 必 考 虑 它们 。 这 样 一 来 , 只 剩 下 
二 (号 -+ E* 2 ) (61.7) 


把 导数 3 写成 EE， 式 中 了 表示 算 符 : 


我 们 来 研究 这 算 符 作 用 在 画 数 (61. 6) 上 会 得 到 什么 烙 果 。 如 果 
是 常数 , 则 我 们 简单 地 得 到 
fE=f(0)E, 
式 中 了 (o) 一 一 img(o). 
我 们 把 桓 数 Eo(t) 展开 为 传 立时 分 量 Eoue-ee 的 级 数 ， 其 中 
Eo 为 常数 “” 画 数 Eo(t ) 是 办 变化 的 表明 ， 在 这 展开 式 内 只 包含 
awo 的 分 量 ， 注 意 到 这 一 点 ,我 们 可 以 写 为 


Pe fa wo) Eo ett 
过 f (wo) Ro + 十 od Eo tonto 
现在 反 过 来 对 传 立 叶 分 量 求 和 ;我们 得 到 


人 —iwnt 一 ,一 io Af (wo) AEo Cioo 
fEo(t)e fT (wo) Eo e 十 ? 二 全 37 

以 后 略 去 wo。 上 的 下 角 标 0, 于 是 我 们 得 到 

d(we) 9Eo eiot 


dw 38 We 


和 一 一 一 Yos(o) 吾 十 -一 -一 一 
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把 这 式 子 代入 (61. 7) 内, 并 记 住 我 们 书 略 去 函数 e《w) 的 虚数 部 分 ， 
于 是 我 们 得 到 ; 

1 (pS 9Eo | E, SR )= 1 dlwe) dad 











IT67 re i 
(可 已 二 和 EE* 相 竺 )。 加 上 但 全 人 所 的 类 人 表达 式 ,我们 


得 到 精 花 : 媒质 单位 体积 内 能 基 的 移 定 变化 率 为 导数 全 7, 其 中 


六 1 GCCws) 六 十 pd 站 

5- 话 | 2 全 OEE nn | (61. 9) 

i z 
Do |d08) Br LOK) Th 
5- 志 | 8) Be 十 OK HH | (61. 10) 


这 也 就 是 所 要 求 得 的 车 果 : UU 是 透明 媒质 单位 体积 中 内 能 的 
电磁 能 部 分 的 平均 值 。 在 色散 不 存在 时 ，s 和 kK 为 常数 , 而 (61. 10) 
式 变 成 (61. 3) 式 的 平均 值 ， 这 正 是 应 得 到 的 和 结果。 

如 果 从 外 部 供应 到 物体 上 的 电磁 能 被 截断 ， 则 虽然 很 微小 但 
实际 上 常常 存在 的 吸收 ， 最 后 把 全 部 的 能 量 避 转变 成 热 。 因 为 按 
照 粮 增 加 原理 , 这 些 热量 必须 放出 而 不 是 被 吸收 掉 , 因而 必须 U> 
>0。 根据 (61. 9) 式 ， 为 此 必须 满足 不 等 式 : 

dl(ws) 5) 0, LA -0: 


Co) 
实际 上 , 由 于 一 些 更 强 的 不 等 式 在 透明 区 域内 常常 为 画 数 se(w) 和 
(wo) 所 满足 , 因而 上 述 条 件 自 动 地 满足 (参半 § 64)。 
-确定 交 变 电磁 场 内 的 物质 所 受 的 力 有 平均 (对 时 间 而 早 ) 应 力 
张 量 , 而 求 出 这 张 量 的 问题 , 具有 重大 的 意义 。 这 个 问题 无 论 对 非 
吸收 媒质 或 吸收 媒质 , 都 有 意义 , 这 与 内 能 的 问题 不 同 ， 后 者 只 有 


@ 取 不 等 式 (64.1) 和 (64.2) 的 御 和 ， 我 们 发 现 导数 QL(wE)/Qw 不 但 是 正 的 , 而 
且 些 至 大 十 1。 
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Ge 但 是 到 目前 为 止 ， 我 们 还 没有 得 
到 相应 的 表达 式 。 


8 62. “slw) 的 实数 部 分 和 虚数 部 分 的 关系 

(58. 3) 式 内 的 画 数 了 (7)， 当 案 量 为 任何 值 时 《其 中 也 包括 
tr 一 00) 都 是 有 限 的 。 对 电介质 而 早 , r 一 oo 时 , 这 画 数 趋 近 于 需 。 
这 种 情况 所 表明 的 简单 事实 是 ,任何 时 鹿 的 户 (t) 值 都 不 会 受到 以 
前 时 鹿 的 EC) 值 的 显著 影响 。 贫 定 积分 关系 (58. 3) 式 的 物理 机 
构 是 建立 电极 化 的 过 程 。 因 此 ， 画 数 f(r) 显著 不 为 雳 的 数值 区 . 
于, 为 表征 这 种 过 程 速度 的 弛 物 时 间 的 数量 级 。 

以 上 所 述 也 适用 于 金属 , 这 时 唯一 的 差别 是 : 当 rz 一 co 时 , 趋 
近 于 震 的 不 是 画 数 f(r) 本 身 , 而 是 差 值 fr) 一 4roc。 这 种 差别 是 
由 于 稳定 的 传导 电流 的 流 过 ， 虽 然 并 不 会 使 金属 的 物理 状态 有 任 
何 实际 的 改变 , 但 在 我 们 的 方程 内 , 它 在 形式 上 表明 出 现 感应 强度 


D, 使 二 5 一 人 or 或 者 
t |; oo 
D(#)= | troE(r)dr=4ro|RCt —7)dr. 
0 


一 co 


画 数 s(w) 我 们 定义 为 


a | 二 | eer7(z)dr (62. 1) 


利用 复 变数 画 数 理论 的 数学 工具 ， 我 们 可 以 导出 这 个 画 数 的 茜 些 
更 普 逼 的 关系 式 。 为 此 , 我 们 把 w 坑 为 复 变数 (= 一 w' 二 iaw'")， 莽 
研究 画 数 s(o) 在 这 个 变数 的 上 竺 平面 内 的 人 性质。 从 定义 (62. 1) 
. 和 从 上 面 所 指出 的 画 数 f(z) 的 性 质 得 出 , 在 全 部 上 持平 面 内 s(w) 


@ ”部 是 为 了 这 一 日 的 , 在 积分 关 深 式 (53. i 相 友 地 , 当 工 =0 
H+, 图 数 f(T ) 具 有 5 画 数 型 的 笨 点 。 
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是 单 值 函 数 , 在 任何 一 点 上 郑 不 会 变 成 无 穷 大 , 也 即 是 说 没有 任何 
奇 点 。 实 际 上 , 当 a">0 时 , (62. 1) 式 的 被 积 式 内 有 一 指数 式 讲 减 
因子 e-*"", 同时 因为 画 数 f(z) 在 至 部 积分 区 域内 是 有 限 的 , 因而 
积分 是 收敛 的 。 只 除了 坐标 原点 可 能 之 外 (对 金属 而 首 ，s(w) 在 
这 一 点 处 有 一 个 极点 ), 函数 s(w) 在 实 轴 C6" 二 0) 上 也 无 奇 点 09。 
有 趣 的 是 注意 到 ， 画 数 s(w) 在 上 中 平面 内 不 存在 奇 点 的 推 
论 , 从 物理 学 观点 看 来 , 是 因果 律 的 必然 千 果 。 由 于 因果 律 , (58. 3) 
式 内 的 积分 只 对 t 以 前 的 时 间 积 分 , 因而 在 (62. 1) 式 内 ,积分 区 域 
也 从 0 扩展 至 co( 而 不 是 从 一 < 至 上 +co)。 
其 次 从 (62. 1) 的 定义 可 知 ， 、 
sa(—w*) = s*(w), (62. 2) 
这 推广 了 只 适用 于 的 实数 值 的 关系 式 (58. 7)。 特 别 是 ， 对 于 
的 纯 虚 数值 ， 我 们 得 到 a(iw")==s*(iw")， 也 即 是 在 虚 轴 上 画 数 
s(w) 为 实数 : 
当 ow 一 和 4o” 时 ，Im 0 (62. 3) 
应 着 重 指出 , (62. 2) 的 性 质 所 表示 的 事实 是 : 算 符 关系 D 一 绽 
必须 保证 卫 为 实数 时 D 也 为 实数 。 如 果 画 数 E(t) 由 实数 表达 式 
E=—Eoe "+Ede' (62. 4) 
得 出 , 则 把 算 符 8 作用 到 右 侧 的 每 一 项 上 , 我 们 得 到 
D=s(w)Eoe'*t+ e(—w*)EYe'® 5 
这 个 量 为 实数 的 条 件 和 (62. 2) 相 合 。 


@ 在 下 中 平面 内 ,定义 (62.1) 不 能 应 用 , 因为 积分 是 发 散 的 。 因 此 ， 画 数 E(w) 
在 下 宇 在 面 内 只 能 定义 为 上 全 在 面 内 (62.1) 式 的 解析 开拓 。 在 这 区 域内 ， 一 般 褒 来 ， 
画 数 se(o) 有 奇 点 。 | 

在 上 侍 在 面 内 ; 阔 数 &(w) 不 但 具有 形式 上 的 数学 意义 , 而 且 也 具有 物理 意义 : 由 
它 可 求 出 报 幅 增加 (e*" 的 易 的 DD 与 正 间 的 关系 。 但 在 下 中 平面 内 , 不 可 能 有 这 样 
的 物理 解释 , 为 为 座 减 ( 嘎 e-127 1) 场 的 存在 假定 了 当 1 一 -oo 时 ,如 变 为 无 穷 大 。 
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根据 § 61 所 得 到 的 和 结果, s(ow) 的 虚数 部 分 对 正 的 实数 值 = 
=ow5 也 即 是 在 灾 翰 的 右 倒是 正 的 。 因为 按照 (62. 2), Ims( 一 o) 一 
二 一 Im s(w')， 因 而 在 这 轴 的 左 侧 ，s(w) 的 虚数 部 分 是 负 的 。 由 
此 可 见 ， 
当 ww 二 w' >0 时 ， | 
当 ww 一 ww'<0 时 ，JIms 一 0. 
在 w=0 的 点 处 , 画 数 Im s 改变 正 负 号 ， 通 过 零 ( 对 电介质 ), 或 者 
通过 无 穷 大 (对 金属 )。 这 是 Ims(o) 在 实 轴 上 可 以 变 为 雳 的 唯 
一 点 。 
当 w 在 上 和 中 平面 内 沿 任何 路 线 趋 近 于 无 穷 大 时 , 西数 se(w) 趋 
近 于 1。 在 8 59 内 我 们 全 经 对 ww 沿 实 轴 趋 于 无 穷 大 指出 过 这 种 情 


(62. 5) 


“ 况 。 在 普 过 情况 下 , 从 (62.1) 式 看 出 : 如 果 0 一 cc2， 使 一 c2， 则 


由 于 在 被 积 式 内 有 因子 e-"”', 因而 (62. 1) 式 的 积分 变 为 需 ; 如 果 
w" 保持 有 限 ， 而 lo"| 一 <<， 则 由 于 存在 振 落 因子 et ， 积 分 变 
为 需 。 
利用 上 面 所 举 出 的 画 数 s(w) 的 性 质 , 可 以 证 明 下 列 定理 : 除 
了 万 轴 上 的 点 外 ， 画 数 s(o) 在 上 宇平 面 内 任何 有 限 的 点 处 , 都 不 


会 取 实数 值 ; 在 虚 轴 上 ，s(w) 从 w 一 和 时 的 so>I( 对 电介质 ) 或 


十 oo( 对 金属 ) 单调 地 减 小 到 wo= ice 时 等 于 1， 特 别 是 由 此 得 出 ， 
画 数 s(w) 在 上 宇平 面 内 无 震 点 。 4 

为 了 证 明 起 见 @， 我 们 利用 复 变 数 画 数理 苍 中 的 熟知 定理 , 按 
照 这 定理 , 积分 





1 (ds(w) dw : 
27r? | 3s(o) 一 0 (9030) 


在 对 并 合 线 路 C 进行 积分 后 等 于 画 数 s(w) 一 4 在 C 所 图 成 的 区 域 


内 的 喜 点 数 和 极点 数 之 差 。 设 a 为 实数 ， 而 选取 线路 C 由 实 轴 和 


@@ 以 下 的 证 明 是 由 对. 习 . 梅 依 曼 提 出 的 。 


5 

由 上 中 平面 内 的 无 劣 大 中 图 所 组 成 (图 29)。 首 先 我 们 假定 ， 画 数 

a(w) 系 对 电介质 而 车 ,于 是 w=0 的 点 不 是 奇 点 。 因为 在 上 定 平 
US 和 











图 29 
面 内 , 丙 数 s(w)、 因 而 s 一 a 无 极点 , 因此 上 面 指出 的 积分 只 给 出 
差 值 s(o) 一 a 的 需 点 数 , 也 即 是 画 数 sw》 取 实数 值 @ 的 点 数目 。 








为 了 计算 出 积分 , 我 们 把 它 写 为 2 
1 | ds 
Di 」s 一 oo 
Or 


而 且 这 积分 对 复 变数 s 的 平面 内 的 线路 C" 进行 , 而 继 路 C' 为 w 平 
面 内 的 线路 C 的 映像 。 整 个 无 穷 远 秆 加 映像 于 点 8=1 处 , 而 坐标 
原点 w=0 映 像 于 另 一 个 也 是 实数 的 点 8 二 so>1 处 (s 为 静电 值 )。 
w% 右 侦 和 左 侧 的 实 竺 轴 , 在 s 平面 内 映像 成 某 些 复杂 的 (一 般 说 来 
自 交 的 ) 曲 线 , 这 些 曲 线 分 别 全 部 在 上 中 平面 和 下 中 平面 内 。 重 要 
的 是 , 这 些 曲线 不 会 与 横 坐 标 轴 相交 (除了 s=1 和 s= so 的 点 外 )， 
因为 w 取 任何 有 限 的 实数 值 时 ( 除 w= 0 外)，s 都 不 会 取 实 值 。 由 
于 线路 0' 的 这 种 性 质 , 复数 宗 量 s 一 a 嫉 0 一 周 的 总 变化 或 等 于 27 
(如 果 在 1 与 so 之 间 , 如 图 29 所 示 ), 或 者 等 于 堆 ( 如 果 w 在 这 上 问 
隔 之 外 ), 而 与 线路 的 自 交 次 数 无 关 。 由 此 得 到 ， 当 1 二 a 二 so 时 ， 
(62. 6) 式 等 于 1， 而 w“ 取 共 他 任何 值 时 等 于 雳 。 | 
于 是 我 们 得 型 千 其, 在 w 的 上 持平 面 内 ， 画 数 s(a) 只 一 次 取 
上 述 轩 隔 内 4 的 一 切实 数值 ， 而 没有 -- 次 取 这 间隔 外 的 值 。 由 此 
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首先 可 以 作出 灶 论 ， 在 两 数 s(o) 为 实数 的 虚 轴 上 ， 西 数 sCo) 不 
可 能 有 航 大 值 , 也 不 可 能 有 极 小 值 , 因为 在 相反 的 情况 下 ， 它 至 少 
有 两 次 取 某 一 些 值 。 因 此 , 在 虚 轴 上 西数 s(o) 单调 地 变化 . 在 这 
轴 而 且 只 在 这 轴 上 , 它 一 次 取 从 so 到 1 的 一 切实 值 。 

对 金属 而 萌 [ 这 时 s(w) 有 一 极点 在 w=0 的 点 处 ], 上 述 的 证 明 
只 须 作 一 点 改变 , 即 沿 实 轴 运动 时 (在 w 平面 内 ), 必须 从 上 面 沿 一 
无 穷 小 侍 圆 嫉 过 坐标 原点 。 图 29 上 线路 0' 的 变化 这 时 可 设想 为 
so 向 无 穷 远 处 移动 的 结果 。 在 w 的 虑 轴 上 , 画 数 s(w) 在 这 种 情况 
下 单调 地 从 十 ce 碱 小 到 1。 

其 次 ， 我 们 来 导出 联系 西数 (o) 的 虚数 部 分 和 实数 部 分 的 公 
式 。 为 此 , 我 们 选择 某 一 实 数值 wo 一 co， 着 对 图 30 上 所 示 的 如 路 


求 出 画 数 -2 二 _ 的 积分 。 这 迎 路 通过 全 部 的 实 山 ， 大 从 上 面 粮 过 
ea 
后 者 (对 金属 而 阁 ) 是 画 数 s (ow) 
的 极点 的 话 。 忆 路 和 无 穷 大 的 全 
圆 相 接 。 在 无 穷 远 处 , a 一 1, 因而 





1 
夯 三 快 。 和 Cp 于 co 
所 以 积分 图 30 

on 
是 收敛 的 ; 因为 s(w) 在 上 牛 平 面 内 无 奇 点 ， 而 点 wow 一 oo 不 包含 在 
积分 区 域内 ， 因而 在 迎 路 C 内 的 全 部 区 域内 ， 画 数 一 一 一 元 是 解析 


的 , 因而 上 面 写 出 的 积分 等 于 需 。 : 
对 无 穷 远 秆 加 的 积分 自动 地 变 为 个 。 我 们 沿 无 穷 小 秆 图 《全 
径 P 一 0) 焰 过 ao 点 ; 党 顺 时 分 方向 绕 过 时 对 积分 的 页 献 等 于 
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一 订 [e(oo) 一 1]。 如 果 西 数 a(w) 是 对 电介质 而 阁 , 划 无 须 黎 过 华 
标 原点 ,于 是 沿 全 部 实 轴 的 积分 给 出 


~Pp+w 


lm | 三 7 "| i Sle. 
Ww0 


p>0 


第 一 项 是 从 一 = 到 十 ce 的 积分 ， 理解 为 它 的 主 值 。 一 般 是 在 积分 
符号 上 画 一 科 线 来 表示 这 种 情况 , 于 是 我 们 有 





| dinte(o0) -11=0. (62. 7) 
积分 变数 马 在 这 里 只 取 实 数值 。 我 们 用 字母 x 代 换 它 ， 而 用 
巴 表 示 某 一 实 值 wo 如 5 58 内 一 样 。 我 们 也 把 实 变数 @ 的 画 数 
s(w) 写成 a(@) 一 s (ao) 二 ie"(o)， 分 开 (62.7) 式 内 的 实数 部 分 和 
虚数 部 分 , 我 们 最 后 得 到 下 面 二 个 公式 : 


i (62. 8) 


二 -4 (一 lg (62. 9) 


它们 最 先 由 王 . A. 克拉 梅 斯 (Kramers) 和 R. De 工 . 克朗 尼 (Kronig) 
得 到 (1927)。 应 着 重 指出 的 是 , 推导 这 些 公 式 所 用 到 的 画 数 s(w) 
的 唯一 重要 性 质 是 在 上 宇平 面 内 不 存在 奇 点 D。 因此 ， 可 以 襄 克 
拉 梅 斯 -克朗 尼 公式 , 和 上 述 的 s(o) 的 性 质 一 样 , 是 物理 学 中 因果 
律 的 直接 精 果 。 

利用 se" (z) 是 奇 夯 数 这 一 性 质 , 可 以 将 (62. 8) 式 改写 为 


@ 当 w 一 co 时 E 一 1 这 一 性 质 井 不 是 重要 的 ,因为 如 果 极 限 值 ECce) 异 于 工 划 
我 们 必须 取 差 值 E -Ee(oo) 以 代 桂 差 值 一 1 并且 (62.8) 和 (62.9) 式 相应 地 上 明显 地 改 
变形 式 。 
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en em #9 Se) gw 加 -4g», 


s'(w) 一 1 一 2 oa (62. 10) 


化 
SS 
如 果 指 的 是 金属 , 则 在 wo=0 的 点 处 , 画 数 s(w) 有 一 极点 ,在 
这 极点 附近 , s 一 人 ro (58. 9)。 沿 补 图 焰 过 这 奇 点 时 在 积分 内 输出 


一 附加 的 实数 项 :一 全 2， 我 们 必须 把 它 加 到 《62. 7) 式 的 左 个 。 
于 是 在 公式 (62. 9 内 也 出 现 这 一 项 : 


有 二 2 2) do p+ ro (62. 11) 


公式 (62.8) 或 (62.10) 则 仍然 保持 不 变 。 除 此 以 外 , 对 金属 还 必须 
作 下 列 说 明 。 在 8$ 58 末 傅 经 指出 ,在 金属 内 可 能 存在 一 个 频率 区 
域 , 在 这 区 域内 , 由 于 场 的 空间 不 均匀 性 效应 , 画 数 s(o) 失去 物理 
意义 ， 但 是 在 上 面 给 出 的 公式 内 必须 对 全 部 的 频率 进行 积分 。 在 . 
这 种 情况 下 , 在 相应 的 频率 区 域内 ， 必 须 把 s(w) 理解 为 由 求解 物 
体 在 虑 构 的 空间 均匀 的 周期 电场 内 〈 而 不 是 在 非 均 匀 的 电磁 波 场 
内 ) 的 行为 这 一 形式 到 题 而 得 到 的 画 数 。 

公式 (62. 10) 是 特别 重要 的 。 对 于 给 定 的 物体 , 即使 只 是 近似 
地 (例如 由 经验 ) 知 道 了 画 数 sa”"(w), 但 由 (62.10) 即 可 以 算出 函数 
s'(w)。 这 时 重要 的 是 , 对 于 满足 物理 上 必要 条 件 s">0( 当 w>0) 
的 任何 函数 s”(w) 而 昔 , 由 (62. 10) 式 所 得 出 的 画 数 s (wo) 都 不 与 
物理 上 任何 必要 的 要 求 矛盾 , 也 即 是 它 在 原则 上 是 可 能 的 函数 (s 
的 正 久 号 和 数值 大 不 受 任何 的 一 般 网 理 条 件 的 限制 )。 由 于 这 种 
情况 , 甚至 画 数 s"(w) 是 近似 的 , 也 仍然 可 以 利用 公式 (62. 10)。 相 
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反 地 , 公式 (62. 9) 天 不 能 给 出 物理 上 可 能 的 丽 数 s”(w) [在 s (ao) 
为 任意 画 数 的 普 下 情况 下 ], 因为 它 不 能 自动 保证 后 者 取 正 值 。 
在 色散 理论 中 , 一 般 把 a'(w) 的 表达 式 写 为 


“0) -1= -ee .02.19) 


' 式 中 e 和 m 分 别 为 电子 的 电荷 和 质量 ， 而 f(w)dw 称 为 在 频率 范 
园 do 内 的 振子 强度 (或 “色散 电子 数 ”)。 按 照 (62. 10)， 这 个 量 和 
s"(w) 的 关系 为 


在 金属 的 情况 下 , 当 ->0 时 ， pe ， 
如 果 取 相当 大 的 数值 ， 则 在 (62 10) 的 被 积 式 内 , 与 w 比较 ， 
可 以 略 去 wo 于 是 


oO 


8'(w)—1=— 2 ze" ax. 
TO 
0 





男 一 方面 ， 对 高 频 下 的 介 电 常 数 ， 我 们 得 到 公式 (59. 0 上 比较 两 个 
式 子 , 得 到 公式 : 


oo 入 oo 


272 
27Tr2e3 


式 中 六 为 物质 单位 体积 内 的 总 电子 数 。 
如 果 s"(o) 当 wow 王 0 时 无 奇 点 , 则 在 公式 (62. 10) 内 , 可 以 化 到 
极限 w 一 0， 于 是 我 们 得 到 


s' (0) -1=2 [Sd ~ (62. 15) 
如 果 =0 是 画 数 8"(o) 的 奇 点 (金属 )， 则 w 一 0 时 积分 (62. 10) 
所 趋 近 的 极限 值 和 在 (62. 10) 办 简单 地 消去 w 所 得 到 的 值 不 相等 。 


er oe ode |f(0)a0= N, (62.14) | 


CT 
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为 了 求 出 上 述 的 极限 ; 我 们 必须 在 被 积 式 内 先 用 
8'"' (x ) 一 re 


代替 a" (zx); i 因为 总 是 


a 
| 2 


ZX:—w 
0 





对 于 电介质 ,可 以 把 (62. 15) 式 改写 成 
-4me?N—s 
1 = 


刀 0 一 mm 


式 中 的 短 横 表 示 对 “振子 数 ” 求 平均 : 


(62. 16] 


这 个 式 子 对 计算 so 的 值 有 用 。 ; 
我 们 还 导出 一 个 公式 , 它 将 虚 牢 轴 上 的 s(w) 值 表 示 为 实 轴 上 
的 s"(aw) 值 。 为 此 ,我们 来 研究 积分 


| 全 S925 11g,, 
“十 ao 


它 对 由 实 轴 和 上 生平 面 内 的 无 穷 远 千 圆 所 组 成 的 通路 避 积 分 (wo 
为 实数 )。, 利 用 被 积 式 相 对 于 极点 w=toe 的 留 数 ， 即 可 算出 这 一 
积分 。 另 一 方面 ,对 无 穷 远征 贺 的 积分 等 于 零 , 于 是 得 到 


| 宇 23 dieliv0) —1]. 
十 wo | 
在 等 式 的 左 侧 ， 由 于 被 积 东 数 是 奇 次 的 ， 积分 的 实数 部 分 变 为 吉 。 
我 们 再 用 w 和 zx 代替 wo 和 ww, 最 后 得 到 
= -Se (62. 17) 


如 果 将 这 式 子 的 两 侧 对 dw 积分 ， 得 到 
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| [fs (iw) We |s Co)ae. z (62. 18) 


上 述 的 全 部 苦果 , 只 要 稍 作 改变 , 也 完全 适用 于 磁 导 率 1(@)。 
其 差别 首先 是 由 于 频率 增加 时 , 画 数 w(w) 较 早 地 失去 物理 意义 。 
因此 , 例如 , 必须 按 下 列 方 式 将 克拉 梅 斯 - 克 盘 尼 公 式 应 用 到 MGo) 
上 。 我 们 不 研究 w 值 的 无 限 间隔 , 而 只 研究 o 的 有 限 间 隔 ( 从 0 至 
woi); 这 间隔 只 扩展 到 这 样 的 频率 , 这 时 人 还 具有 物理 意义 , 但 已 不 
”再 变化 , 而 它 的 此 数 部 分 可 以 假定 等 于 零 ; 相应 的 的 实 值 我 们 以 
jv 表示 ， 于 是 公式 (62. 10) 必须 写成 ， 


风 (o) 一 挛 = 三 | 合作 d (62. 19) 


与 5) 不 同 , jw 二 1 人 0) 的 值 可 以 小 于 , 也 可 以 大 于 1，Hm(aw) 在 克 轴 
上 的 变化 仍然 是 单 笛 递减 的 , 这 一 次 是 从 Ho 减 小 到 ji- 二 jo。 


8 63. 平面 单 色 波 
单 色 场 的 麦克 斯 韦 方程 (58. 2) 为 
zwoM(w)IH =-c rotE, iwe(w)E= — 6 rotH. (63. 1) 
这 些 方 程 本 身 构 成 一 个 完全 方程 组 ， 因 为 (58. 1) 式 可 以 从 (63. 1) 
自动 地 得 出 , 因而 不 必 单 独 研 究 。 我 们 假定 媒质 是 均匀 的 , 从 方程 
(63. 1) 内 消去 HH， 我 们 得 到 二 次 方程 为 
人 AE suo-E=0, (63. 2) 
Cc 


由 滑 去 EE, 得 到 H 的 相似 方程 。 | 

我 们 来 研究 在 无 限 的 均匀 媒质 内 传播 的 平面 电磁 波 。 对 自 空 
内 的 平面 波 ， 场 对 坐标 的 关系 由 因子 etxr 给 出 ， 共 中 k 为 实数 波 
估量。 在 普 台 情况 下 研究 波 在 物质 内 的 传播 时 ， 还 必须 引信 复 
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数值 : 
k=k'++ik"”, 
式 中 k',k" 是 实数 矢量 。 
假定 EE 和 HH 与 ex 成 正比 ， 并 在 (63. 1) 式 内 对 坐标 求 微分 ， 
我们 得 到 
| wihH=cLkE], weE= — clkHI]. (63. 3) 
从 这 二 个 关 条 式 内 消去 EE 或 H, 我 们 得 到 *“ 波 矢量 ”的 平方 的 表达 
式 为 
2 =k? 一 Jk'"'2 十 ai (63. 4) 


我 们 看 到 ,只 当 。 入 为 正 的 实 值 时 , k 才 是 实数 。 但 是 其 至 在 这 
种 情况 下 .如 果 KKk" 一 0,k 也 可 以 为 复数 (研究 全 反射 时 我 们 即 过 
到 这 种 情况 , 参阅 § 66)。 
应 注意 到 , 在 k 为 复数 的 普 逼 情况 下 ， 只 在 一 定 的 意义 上 , 波 
才能 称 为 平面 波 。 写 出 
eikr 一 eik!’ r eik"r 
我 们 见 到 , 垂直 于 矢量 k 的 平面 为 周 相 不 变 的 平面 。 垂 雪 于 关 量 
k” 的 平面 为 振幅 不 变 的 平面 ， 而 在 k" 的 方向 发 生 波 的 襄 戚 。 场 
本 身 为 常数 值 的 面 , 在 普 逼 情况 下 一 般 不 是 平面 。 这 种 波 称 为 " 非 
一 致 焉 面 波 ”, 以 区 别 于 通常 的 “一 致 平面 波 ”。 
在 普 源 情况 下， 电场 分 旺 和 秦 声 分量 朵 的 关系 由 (63. 3) 式 给 
出 。 特 别 是 用 标 乘 (63. 3) 式 , 我 们 得 到 
kE=0, kH=0, , (63. 5) 
取 共 申 的 一 个 平方 之 , 并 利用 (63. 4), 我 们 得 到 


E? = 人 OH. (63. 6) 


但 是 应 该 电信 ， 由 于 三 个 矢量 k, E, H 都 是 复数 , 因此 在 普通 情况 
下 , 这 些 关 系 式 没有 如 它们 为 实数 时 那样 直观 的 意义 
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”我 们 不 去 详 缕 计 花 普 副 情况 下 所 得 到 的 复杂 的 关 条 式 ， 我 们 
只 是 研究 几 个 最 重要 的 畦 殊 情况 。 -- 
对 在 不 吸收 的 (透明 的 ) 沟 匀 媒 质 内 无 训 减 地 传播 的 波 ， 我 们 
得 到 特别 简单 的 精 果 ， 在 这 种 情况 下 ， 波 矢量 为 实数 ， 帮 且 共 值 
等 于 
.k= V eh =n, (63. 7) 
Ee 电场 和 磁场 都 在 垂直 于 矢量 
k 的 平面 内 (是 纯粹 的 横 波 ), 并 且 互 相 垂直 , 它们 的 关系 为 、 
一 A/ s/AT]E] (63. 8) 


式 中 1 为 K 方向 的 单位 矢量 。 由 此 得 出 ，s 肤 一 六 如 ?5， 但 是 这 拜 不 
表明 波 内 的 电能 和 极 能 是 相等 的 (如 同 不 存在 色散 的 情况)， 因 为 
这 些 能 量 由 不 同 的 式 子 得 出 [ 即 (61. 10) 式 内 的 两 项 ]。 

媒质 内 波 的 传播 速度 w 由 熟知 的 群 速 度 的 式 子 给 出 9: 


c 


| ww °c (63. 9) 


dk dd(nw)/dw 
容易 证 明 , 该 速度 为 . 
w=S/U, : (63. 10) 
这 和 它 是 波 包 内 能 量 的 迁移 速度 的 意义 符合 一致 ; 此 处 U0 是 由 
(6L1. 9) 式 所 给 出 的 能 量 密度 , 而 


B= SEE* (63. 11) 

为 坡 印 延 矢 量 的 平均 值 。 在 色散 不 存在 时 , 折射 率 与 频率 无 关 , 于 ~ 
是 (63. 9) 式 简单 地 变 为 c/n [比较 (56.13)]。 

其 次 , 我 们 来 研究 电磁 波 在 吸收 媒质 内 传播 的 更 普 逼 的 情况 ， 

而 且 波 矢量 具有 确定 的 方向 ， 也 即 是 k' 和 k" 互相 平行 。 这 种 波 


@?” 当 存在 重大 的 吸收 时 ， 引进 群 速 度 的 檐 念 一 般 是 不 可 能 的 ， 因为 在 吸收 媒质 
中 波 包 不 能 传播 , 而 会 很 快 地 “ 散 开 ”。 
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是 扶正 的 焉 面 波 ， 因 为 波 内 场 为 常数 值 的 面 为 垂直 于 传播 方向 的 
平面 (“ 一 致 "平面 波 )。 

在 这 种 情况 下 ， 可 以 引进 波 矢量 的 “长 度 ” 为 六 = 及 (其 中 1 
为 k' 和 k" 方向 的 单位 矢量 ), 并 从 (63. 4) 得 到 k= ew/c。 复 
数量 MV sj 通 常 写 为 % 十 ix, 其 中 nn 和 x 为 实数 ,于 是 


b= sh = (ntik) = (63. 12) 


2 称 为 媒质 的 折射 率 , 而 « 称 为 媒质 的 吸收 系数 ; 后 者 确定 波 随 传 
播 而 衷 减 的 速度 。 但 是 应 着 重 指出 ， 波 的 衷 碱 不 一 定 是 由 于 芮 吸 
收 ;只 当 s。 和 从 为 复数 时 才 存 在 能 量 耗 散 ,但 系数 « 世 至 当 8 和 
为 负 的 实数 时 也 可 以 不 为 雳 。 
我 们 将 用 介 电 常数 的 实数 部 分 和 虚数 部 分 来 表示 4 和 x， 这 
时 假定 k=1。 从 等 式 
es 


我 们 得 到 让 一 k=e', 2nk 二 8”"。 对 % 和 k 解 这 些 方 程 , 我 们 得 到 9 
ns te te Sy n+. (63. 13) 


特别 是 , 对 于 金属 ， 在 (58. 9) 式 适用 的 频率 区 域内 ，s 的 虚数 部 分 
大 于 实数 部 分 ,并 且 和 电导 率 的 关系 为 8 一 4mru/ow; 与 。 比较 ， 
略 去 s' 后 , 我 们 发 现 双 与 k 相等: 


n= k= Te. (63. 14) 


在 我 们 所 研究 的 一 致 平面 波 内 , 对 于 场 EE 与 卫 的 关系 ， 我 们 
重新 得 到 (63. 8) 式 , 但 只 是 其 中 的 。 和 作为 复数 。 这 个 式 子 再 一 次 
指明 , 两 个 场 都 垂直 于 波 的 传播 方向 , 并 且 互 相 便 站 。 如 果 人 一 十 

@ 办 为 E>0, 央 而 mn 和 «的 正 代 是 必须 相间 ， 这 与 波 在 传播 方向 发 生变 减 符 
合 一 致 。 在 (63.18) 内 选择 正 号 ,相应 于 在 坦 正方 向 候 播 的 波 。 


366 第 九 大 ”电磁 波 方 程 
则 把 Vs 写成 | 
VE MRT eiarctgt/n, 
后 ,我 们 看 到 , 磁场 的 邦 对 值 超过 电场 V 殉 二 友人 悦 ， 而 相位 则 还 后 
一 个 角度 arctg 和 ;特别 是 在 (63. 14) 的 情况 下 , 相 移 等 于 7/4。 


例 题 


设 在 其 一 时 到 (t = 0), 在 宏 间 的 某 一 区 域内 存在 电磁 扰动 。 如 果 没 有 外 
电源 的 蕉 持 , 电 硫 扰动 将 随时 间 而 壮 减 。 斌 求 决定 这 种 窒 碱 率 的 条 件 。 
解 . 我 们 将 初始 扰动 展开 为 对 坐标 的 傅立叶 积分 , 拓 且 研究 波 矢 量 为 k 
的 某 一 分 量 (k 是 实 矢 量 ! )。 它 对 时 间 的 依赖 关 采 由 因 于 e-iw 给 出 ( 当 上 相 
当 大 时 ), 其 中 '。 为 待 决定 的 复数 “ 频 本 ”; 误 减 率 为 一 Im w。 
从 方程 
一 二 下 = rot E= i[kE], DD- rot H= iLkH], 


消去 H 后 , 我 们 得 到 
TD= [Fk[kE1. (1) 
选择 k 方向 为 > 轴 。 对 于 拢 动 的 “纵向 ”部 分 , 由 此 得 到 Ds=0, 因此 Ds =0。 


2 站 
Es(t)=é-1D,= [FG-DD(ar (2) 


—00 


(与 $58 上 比较)。 因 为 在 现在 的 情况 下 ,+>>0 时 , De(r) =0, 因而 


信和 | F(t—t)D, rar. (3) 
由 此 看 册 ， 在 t 很 大 时 , 五 。 和 于 融 数 F(t ) 对 时 辐 
的 依 籽 关系 。 
对 于 单 色 场 , 由 (2) 我 们 得 到 


1 ; 
Pe twwa 
py ) | (x)e x 
或 背 皮 过 来 
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7(D) -二 a 


为 了 算 峡 上 圭 很 大 时 这 个 积分 的 数值 ， 我 们 把 积分 路 线 移 到 。 的 下 人 牛 平面 内 ， 
于 是 被 积 式 很 快 地 藏 小 。 这 时 必须 绕 过 画 数 1/e(w) 的 全 部 奇 点 〈 也 即 是 画 
数 s(o) 的 震 点 ) 和 它 的 分 支 上 扎 。 和 苦果 积分 主要 与 e '%o 成 比例 ,其 中 wo 为 上 
述 奇 点 中 离开 实 轴 最 近 的 点 。 由 此 可 以 求 量 电磁 扰动 “纵向 ”部 分 间 题 的 解 。 
对 于 横向 分 量 , 由 (1) 式 , 我 们 得 到 


eivtdw. 





二 Dy,s+ by,s=0 
由 类 仅 的 研究 得 到 结果 为 : 所 慌 的 “ 频 府 ”wo 契 现 在 的 情况 下 为 画 数 
wiE (w) — 62k2 


的 最 知 近 实 轴 的 适 点 或 分 支 扎 。 


§ 64， 透明 媒质 


我 们 现在 把 $ 62 内 所 得 到 的 普通 公式 应 用 到 弱 吸 收 (在 给 定 
的 频率 范围 内 ) 的 媒质 上 , 也 即 是 我 们 将 假定 , 对 于 这 些 舌 率 ,可 以 
略 去 介 电 常数 的 确 数 部 分 。 

在 这 种 情况 下 , 不 必 取 (62. 10) 式 内 的 主 值 ,因为 == 的 点 实 
际 上 已 不 在 积分 区 域内 。 然 后 可 以 将 积分 对 参量 中 求 微分 ， 和 
对 待 被 积 式 内 无 奇 点 的 通常 积分 一 样 。 经 过 这 样 微分 后 ， 我 们 
得 到 
ge hw [ee (was 


dw (ww 一 2 全 
y 


由 于 被 积 式 在 全 部 积分 区 域内 为 正 的 , 我 们 得 到 和 结果 为 
250%) 二 0， (64. 1) 


也 即 是 在 无 吸收 的 区 域内 , 介 电 常 数 是 频率 的 单 习 递增 画 数 。 
由 类 位 方式 , 在 相同 的 频率 区 域内 , 还 得 到 另 一 个 不 等 式 : 
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[we— 1)] -和 | 次- 各 dx>0, 


ee (64. 2) 
， 如 果 s 二 1 或 甚至 变 成 负 的 , 则 这 个 不 等 式 要 比 不 等 式 (64. 1) 强 。 
我 们 注意 到 , 不 等 式 (64. 1) 和 (64. 2)( 以 及 对 (Co) 的 类 似 式 
子 ) 自 动 保证 了 波 的 传播 速度 满足 不 等 式 % 二 c。 例 如 , 4. 二 1 时 ,我 
们 有 % 二 M's ,在 (64. 1) 和 (64.2) 内 用 "代替 s， 我 们 得 到 
i 
因此 ,对 于 速度 w(63. 9), 我 们 得 到 两 个 不 等 式 : 一 和 和 wu 一 om 


由 此 看 出 ， 当 % 二 1 或 % 二 1 时 ww 二 ec。 这 些 不 等 式 也 指明 了 二 0， 
也 即 是 群 速度 和 波 矢量 同 向 。 这 大 下 守信 虽然 从 区 粹 的 光 
辑 观 点 看 来 开 不 是 必然 的 。 

我 们 假定 ， 弱 吸收 区 域 扩展 到 一 个 广 关 的 频率 范围 ， 即 从 ui 
至 wa( 而 且 wy 交 oD), 并 且 假 定 频率 @ 为 ok 人 w< 和 ao 于 是 (62. 10) 
式 内 的 积分 区 域 可 以 分 成 两 部 分 : x 二 w1 和 zx>os。 在 第 一 部 分 
办 , 与 w 比较 , 可 以 略 去 被 积 式 分 母 内 的 w, 而 在 第 二 部 分 , 与 x 比 
较 , 可 以 略 去 @: 


(64. 3) 


:it so)2 2 (wer(w)de, (64. 4) 


也 即 是 在 所 研究 的 区 域内 , 两 数 s(w。) 的 形式 为 a 一 6/w?, 式 中 和 
5 为 正常 数 。 其 中 第 二 个 常数 5 可 用 从 0 到 wi 的 区 域内 引起 吸收 
的 “色散 电子 数 ”N1 来 表示 [参考 (62. 14) ], 于 是 , 


2 
Boy (64. 5) 





me 
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从 这 式 子 特别 得 出 , 在 相当 宽广 的 弱 吸 收 区 域内 , 介 电 常 数 一 
= 般 设 来 通过 需 点 。 这 时 我 们 记 住 , 名 副 共 实 的 透明 媒质 是 : 在 这 种 
媒质 内 不 但 so) 为 实数 , 而 且 是 正 的 ; 在 。 为 负 值 的 情况 下 ; 波 在 

”媒质 内 部 发 生 改 碱 ,虽然 其 中 并 无 真正 的 能 量 耗 散 。 

对 于 二 0 的 频率 , 感应 强度 DD 恒 为 堵 ， 因而 大 克 斯 韦 方 程 在 
磁场 为 轿 时 容许 满足 一 个 方程 rotE=0 的 交 变 电场 存在 。 换 甸 话 
说 , 在 这 种 情况 下 可 能 存在 维 电 波 。 为 了 求 出 它们 的 传播 速度 , 不 
但 必须 考虑 到 介 电 人 常数 对 频率 的 色散 ， 而 且 还 必须 蕉 碟 到 它 对 波 
矢量 的 色散 。 这 时 s-==0 的 中 值 也 是 波 天 量 的 画 数 。 由 于 媒质 是 
各 向 同性 的 ， 因 而 在 标量 画 数 w(k) 的 展开 式 内 零 次 项 后 的 第 一 
项 与 kK? 成 正比 : 


(一 CO0 十 言 ole 


所 以 传播 速度 


与 波 矢量 本 身 成 正比 。 


例 题 


设 被 什 透 明 媒质 (= 了) 所 充满 的 个 空间 (z> 0) 的 边界 上 ， 拓 直 地 射 人 
具有 尖 镶 波 阵 面 的 平面 电磁 波 。 试 求 通过 媒质 内 的 波 陈 面 的 辕 构 (A. 束 末 
非 和 工 . 布 里 潮 , 1914)。 
解 . 假 届 在 4= 0 时 电磁 波 入 射 到 媒质 的 边界 上 ,于 是 当 z= 0 时 ,大 射 
波 场 (五 或 五 ) 为 
| 当 t<0:; 万 =0， 和 当 t>0: Bse-io%, 
把 这 场 展 开 为 对 时 间 的 傅立叶 积分 , 于 是 问题 化 为 无 限 扩展 的 各 种 频 达 的 波 
大 射 到 同一 边界 上 。 频 率 为 。 的 传 立 叶 分 量 的 振幅 与 


oo 
eevrar. 


J 
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成 正比 。 当 频率 为 。 的 波 入 射 时 , 逃 射 过 媒质 的 波 的 形状 为 


-iwtti2ny 
© 多 


a(w)e 
式 中 振幅 a(w) 为 频 认 的 灯 变 化 甸 数 。 居 L, 在 更 在 的 情况 咎 ， 媒 质 认 的 波 场 
汶 


十 2 w oo 
-iwttisns me 
Ec fa al(w) e {ee wo)v diz. 


一 oo 0 

在 波 隘 面 附近 的 区 域内 , 在 这 积分 内 ，。 的 重要 值 是 接近 wo 的 值 。 引 入 
新 变数 =w 一 wo 后 , 用 alwo ) 代 换 e(o). 而 把 据 数 展 开 为 三 的 肾 圾 数 。 了 略 去 
不 重要 的 常数 和 柑 因 子 后 , 我 们 得 到 


co 十 oo 


“| mle 全 “et CT， 
二 
bias 


式 中 w=w(ow ) 为 傅 播 速 庆 (63.9)， 而 w= 这 | ”。 对 屠 进 行 积分 容易 
把 召 化 成 下 列 形式 : 
ia 3 一 Mt 
Bes| e+ dn, TT or 


(指数 内 的 正 负 号 决定 于 w' 的 正 负 号 )。 在 波 阵 面 附近 ， 波 的 强度 按 下 列 规 
律 而 分 布 : 


oo 


| Cin dn 


Ww 


这 个 公式 在 形式 上 和 非 涅 年 衍射 中 确定 旱 影 边 焰 附 近 强 度 分 布 的 公式 
相同 中 。 当 ww 二 0 有 时， 强度 随 忆 约 增加 而 单调 地 减 小 ,， 但 当 ww 二 0 时 ， 期 在 
ww 一 一 时 所 趋 近 的 常数 值 附近 , 作 攻 振 幅 避 减 的 振 泥 多 。 


2 








中 ” 参 罗 <“ 场 答 ” 第 二 有 版 8$ 60。 
@ ”在 所 研究 的 波 取 面前 面 的 大 不 高 上 ， 发 现 先 有 以 速 庶 c 和 仿 播 胸 所 褒 “ 秆 报信 
号 ”它们 相应 于 大 上 率 的 健 立 时分 量 (其中 £ 一 1)。 
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8 65。 几何 光学 


大 家 知道 ， 儿 何 光学 可 以 应 用 的 条 件 @ 是 波长 入 应 小 于 问题 
内 的 特征 线 度 1。 几何 光学 和 波动 光学 的 关系 是 : 当 AL 时 ， 描 
写 波 场 的 任何 量 y(E 或 H 的 任 一 分 量 ) 可 用 下 列 公式 表示 : 
9 一 Xe”， 
式 中 振幅 4 是 坐标 和 时 间 的 稳 变 化 画 数 , 而 波 相 由 为 一 很 大 的 量 ， 
差不多 是 坐标 和 时 间 的 “线性 " 画 数 。y 在 儿 何 光学 中 称 为 光 程 画 
数 ,并且 起 着 十 分 重要 的 作用 。 由 对 时 间 的 导数 给 出 波 的 频率 : 


Qs i 
而 对 坐标 的 导数 给 出 波 矢 量 : 
Vi=k, | (65. 2) 


因而 也 输出 空间 每 一 点 处 的 光 各 方向 。， 

对 稳定 条 件 下 的 单 色 波 , 频率 为 一 常数 , 而 光 程 画 数 与 时 间 的 
关系 由 一 wt 的 项 给 出 。 于 是 我 们 代替 由 可 以 按照 下 式 引 进 另 一 
个 画 数 加 ( 它 也 叫 作 光 程 画 数 ): 


Y= tty, 2); (65. 3) 
山 只 是 坐标 的 西数 , 而 它 的 陡 度 为 z 
Vu 一 1, (65. 4) 


式 中 nm 为 一 矢量 , 它 和 的 关系 为 


@ 参半 ' 塌 论 ”) 第 二 版 ,8 53。 
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0 


矢量 n 的 把 对 值 等 于 媒质 的 折射 率 sD。 因 此 ， 在 折射 率 为 
na(z gp 9 的 媒质 内 (是 给 定 的 坐标 的 画 数 ), 光线 传播 的 光 程 西数 
方程 为 


/avnY ray ay ,2 < 
CvyD2=( 3) 二 (号 二 2 ) 一 和 。 (65. 6) 
从 费 马 原理 也 可 以 得 到 稳定 条 件 下 的 光线 传播 方程 ， 按照 这 
个 原理 ， 沿 空间 内 两 给 定点 4 和 BB 癌 的 光线 路 程 进行 积分 ， 积 
|kal 或 者 积 
- 
有 a 
=|ndl= naz 
| 4 


为 极 小 值 。 今 这 积分 的 变 分 等 于 雳 , 我 们 得 到 


8 = |(3n-dlrn 2d1)=0. 
A 


设 zs 为 变 分 时 的 光线 路 程 的 位 移 , 于 是 我 们 有 
867.= 6r*: Vn, SC 一 1c5ry 
式 中 工 为 光 缕 切线 方向 的 单位 矢量 。 将 上 式 代 大 8 由 内 ， 振 在 第 
一 项 内 进行 分 部 积分 (考虑 到 在 点 4 和 点 巨 处 , 8r 一 0), 我 们 得 到 
B B 
3U1 王 | Sr vndl +|al dar= 
-1 


A 
人 dnl) 

一 一 一 一 一 一 一 一 一 一- . 二 
人 ( vn 1 )sr dl=0. 


由 此 得 


”在 几何 光学 中 , 内 研究 透明 媒质 。 
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一 wm (65. 7) 
把 导数 展开 ， 并 代入 洁 一 1 vm 我 们 可 以 把 这 方程 改写 为 


lv 8 
人 = 二 vn-1d vn)1. (65. 8) 


这 也 就 是 确定 光 态 形状 的 方程 。 
从 微分 几何 可 知 ， 沿 光线 路 程 的 导数 分 等 于 N/R, 其 中 N 为 


十 法 缕 上 的 单位 矢量 ， 而 五 为 光线 的 曲率 和 中 径 。 将 (65. 8) 式 的 两 
侧 乘 上 N, 并 考虑 到 N 与 1 相互 垂直 , 我 们 得 到 


到 = NYY. (65.9) 
光 睁 弯 向 折射 牵 增 加 的 方向 。 
在 几何 光学 中 , 光线 的 傅 播 速度 沿 1 的 方向 , 并 由 下 列 导数 得 
出 : 
u 一 3 (65. 10) 


这 速度 也 称 为 群 速度 , 而 比值 o/k 称 为 相 速 度 。 但 是 必须 注意 到 ， 
后 者 井 不 符合 于 任何 量 的 实际 的 物理 传播 速度 。 

也 容易 导出 确定 光 强 度 沿 光线 变化 的 方程 。 光 强 论 了 代表 对 
时 间 平 均 的 坡 印 延 矢量 的 契 对 值 。 这 矢量 和 群 速度 一 样 ， 在 1 的 
"方向 上 : 

S=11. 
在 稳定 条 件 下 , 空间 每 一 点 处 场 能 的 平均 密度 并 不 随时 间 而 改变 。 
因此 能 量 守 恒 方 程 为 divS=0, 或 者 一 
div(71) =0. (65. 11) 

这 即 是 所 要 求 出 的 方程 。 

最 后 ， 我 们 来 研究 线 偏 振 光 的 偏振 方向 沿 光线 方向 如 何 变化 
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的 问题 (C. M. 雷 托 夫 , 1938)。 

从 微分 几何 可 知 ， 空 间 曲 线 ( 在 现在 的 情况 下 为 光线 ) 在 空间 
每 一 点 处 由 三 个 互相 垂直 的 单位 矢量 : 切线 了 主 法 线 N 和 次 法 
黎 b 来 表示 , 它们 狂 成 一 个 自然 的 三 面体 。 由 于 电磁 波 是 横向 的 ， 
因而 矢量 下 (或 H) 总 是 在 法 线 平 面 , 即 N,b 平面 内 。 

设 在 光线 的 某 一 点 处 ; EE 的 方向 和 N 的 方向 相合 ， 也 即 是 位 
于 密切 面 (1 平面 ) 肉 。 大 家 知道 ， 在 dl 长 度 上 ,曲线 与 密切 下 
面 的 偏差 为 高 式 ( 三 次 ) 无 穷 小 量 。 因 此 可 以 断 导 ， 沿 光线 方向 移 
动 dl 距离 后 , 矢量 下 仍 在 原来 的 密切 平面 内 。 但 新 密切 平面 相对 
于 昌 密 切 焉 面 转动 一 角 府 兄 一 作 , 式 中 卫 为 曲 绰 的 扭转 让 径 。 因 
此 这 也 等 于 矢量 下 相对 于 法 线 平 面 内 的 矢量 N 所 转 过 的 角度 。 由 
“此 可 见 , 沿 光 和 线 方 向 移动 时 ， 仿 振 方 向 在 法 线 平 面 内 转动 ,以 使 翁 
振 方 向 与 主 法 线 方 向 问 的 夹 角 按 方程 


而 改变 。 特 别 是 无 扭转 时 ， 也 即 是 光线 为 平面 曲线 时 ， 矢 量 巨 在 
法 弹 平 面 内 的 方向 仍然 不 变 , 这 可 从 对 称 性 预先 看 出 。 


例 题 

试 求 入 光 线 在 相对 于 观察 者 运动 的 媒质 内 的 传播 速 庶 。 

解 ， 届 "和 k 为 光波 在 静止 参考 系 正 内 的 频 棕 和 波 矢量 , 而 o' 和 k' 为 
在 村 对 于 玉 以 速度 v 随 媒质 一 起 运动 的 参考 系 K' 内 的 频率 和 波 矢 量 。 在 下 
面 所 研究 的 对 二 的 第 一 近似 下 , 垂直 于 kK 方向 的 运动 并 不 影响 光 的 传播 ; 因 
此 对 普通 竹 和 天 任何 限制 , 我 们 将 假定 v 和 的 方向 相同 。 

在 K' 柔 内 媒质 是 静止 的 , 因而 w 和 如 的 关 和 柔 式 为 

ek'= wn (Cw). (1) 
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按照 熟知 的 相对 论 变 换 公 式 0, 精确 到 二 的 一 次 项 , 我 们 有 
w= kv, Ek!'=E—— 


把 这 些 式 子 代 大 (1) 式 内 , 并 将 长 数 n(w') Bg 在 同样 的 精确 庶 下 , 我 们 得 到 


w g ad Ww 
起 中 % 二 n(w)。 虫 此 求 得 传播 速度 ( 群 速度 ) 为 
人 一 wo +o(1 一 最 Sa (3) 


式 中 ww 一。 / 东 Cow) 为 在 鹏 止 媒质 内 的 传播 过度 。 相 沁 放 为 
守 = 世 + 以 1 一 让 二 区 池 ) 


(3) 式 内 的 头 画 项 , 可 以 简单 地 应 用 相对 论 的 速度 村 加 公式 而 得 到 , 而 第 
三 项 表示 色散 效应 (会 由 HH. A. 洛 俞 兹 研究 过 )。 


§ 66。 波 的 反射 和 折射 
我 们 现在 来 研究 单 色 平面 电磁 波 在 两 种 均匀 媒质 的 分 界面 上 

的 反射 和 折射 现象 0。 设 波 从 透明 媒质 (媒质 刀 射 人 ,对 于 媒质 2， 
暂时 还 不 假定 它 是 物 明 的 。 我 们 分 别 用 下 角 标 0 和 1 来 表示 大 射 
波 和 反射 波 的 量 ， 而 用 下 角 标 2 下 
示 折 射 波 的 量 (图 31)， 蔡 选择 分 界 
面 的 法 厂 方 向 为 z 轴 (向 媒质 2 内 
的 方向 为 正 )。 

由 于 在 zy 平面 内 是 完全 均匀 “一 一 
的 , 因而 在 全 部 空间 内 , 场 方程 的 解 
与 这 些 坐 标的 关系 必须 相同 。 这 表 
明 对 于 这 三 种 波 ， 波 矢量 的 分 量 bs 
和 zu 必须 相同 。 由 此 首先 得 出 , 三 
。 @ 参 虹 “ 场 论 ”第 二 版 , § 47。 

加 ”在 两 种 铺 帝 下 , 都 假定 x = 1。 
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种 波 的 仿 播 方向 在 同一 平面 内 。 我 们 选择 这 平面 为 xz 平面 。 
从 等 式 
poo 一 jio 一 /oz (66. 1) 
得 到 这 些 矢量 的 : 分 量 为 


. 8) a 
kiz= — koz= — VMs costo. 


dl 号 ea 一 肛 o- Ve esin’g,. (66. 2) 
按照 定义 , 矢量 ko 为 实数 。 因 而 ki 也 为 实数 。 但 量 姑 在 吸收 媒 
质 内 为 复数 , 而 且 取 根 的 正 负 号 必须 使 Imloo>0, 这 和 折射 流 在 媒 
质 2 内 部 必 减 相符 合 。 
知 果 两 种 娃 质 都 是 进 明 的 ， 则 愉 等 式 (66. 得 到 把 知 的 反射 
和 折射 定律 为 


01=0, 0 a 一 人世， . (66. 3) 


sin fo 82 Ng 

要 求 出 反射 波 和 折射 波 的 振幅 ， 必 须 利用 分 界面 (z= 0) 上 的 
边界 条 件 这 时 我 们 分 别 研究 两 种 情况 一 电场 Eo 在 大 射 平面 
内 ， 或 者 与 估 射 平面 垂直 ; 同时 我 们 还 研究 Eo 可 以 分 解 为 两 个 这 
样 的 分 量 的 普 逼 情况 。 

首先 假定 E 垂直 于 信 射 平面 ; 从 对 称 性 可 知 ， 这 同样 适用 于 
反射 波 和 折射 波 内 的 场 E, 和 和 Es 但 矢量 于 在 x,z 平面 内 ,边界 条 
件 要 求 一 恕 和 及 s 为 加 绪 的 0; 按照 (63. 3), Hs= 一 卫 bs,。 


媒质 7 内 的 场 为 入 射 波 场 和 反射 波 场 之 和 ， 于 是 我 们 得 到 两 
”个 方程 : 
| Bot Eli= Bs, KosC Bo — Bi1) = ks hs. 


D 号 和 和 DD 的 法 身分 晤 的 边界 条 件 , 在 现在 风情 况 下 不 和 给 出 任何 新 的 知 果 , 这 和 
方程 div B=0,div D=0 是 万 程 (63.1) 的 结果 相符 合 


§ 66. 波 的 反射 和 折射 377 
由 于 在 三 种 波 内 加 (以 及 频率 w) 相 等 ， 因 而 等 式 两 侧 已 内 的 指数 
因子 被 消去 ; 在 下 面 卫 理解 为 波 的 复数 振幅 。 由 解 上 述 方 程 ， 得 
到 下 列 的 菲 涅 耳 公 式 : 


kos — oz _~Y 8&1 cos Du 一 ss 一 sisinz to 








Eh = 一 ~ 2 

1 koz + kos 9 ei COS Oo gs —&1 sin? Rd (66. 4) 
R= Qkos Eo Ov €1COS Oo 

四 bos t kost® 人 cos Do 十 /sa 一 Si1Sin” 


如 果 两 种 媒质 是 延明 的 ， 则 利用 关系 式 (66. 3)， 可 以 把 (66. 
4) 式 写 为 


下 sin (DO — 0) 
1 sin (2 十 Oo) 


2costo si sings po 


要 sin (Os+00) 
E 在 入 射 平面 内 的 情况 ， 可 用 类 似 的 方式 来 研究 ; 这 时 对 垂 
直 于 人 人 射 面 的 磁场 进行 计算 更 为 方便 。 精 困 又 得 到 两 个 非 涅 耳 
公 


(66. 5) 








HH, Sho iba fy _ S200s Oo—/ 81(8s— 81sin Oo) 
“1 gokost+ 81kos BoaCO8 go 二 Asi(sa 一 sisin20o) 人 (66. 6) 
Pe Deshos 2sscog Oo 


sl1pos- 十 So1ox He goCog Oo + 81(8s — 819in? BD 
如 果 西 种 媒质 是 透明 的 , 则 这 些 公式 可 以 写 为 


te (Oo — 0,) 
Hi tO) 豆 9 
sin 20 
oD 
反射 系数 尺 定 义 为 分 界面 所 反射 的 (对 时 间 ) 平 均 能 通 量 与 人 
射 能 通 量 之 比 ， 共 中 每 一 能 通 量 由 该 波 的 坡 印 延 天 量 《63 11) 的 > 
分 量 的 平均 值 给 出 : 





(66. 7) 
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_V81cos plEl? ee [Eil? 
/81 cos olBol? |Eol* 


在 疏 赴 和 人 射 时 (9 一 0)， 两 种 偏振 情况 等 效 , 于 是 反射 系数 由 
下 式 得 出 : 





/81 Eva 
81 二 Ves 
这 公式 无 其 对 透明 的 或 吸收 的 反射 媒 质 都 .正确 。 如 果 引 进 n。 和 
na 为 /下 一 mm 十 ixo 于 是 , 例如 从 其 室 大 射 时 (si= 1)，, 我 们 得 到 
(nz — 1)° tk? | 
(no 1)?+ rx2 
对 这 些 公式 进一步 的 讨论 , 我 们 将 假定 两 种 媒质 都 是 透明 的 。 
首先 我 们 作 如 下 的 一 般 襄 明 。 两 种 不 同 媒 质问 的 分 界面 实际 上 并 
不 是 几何 表面 ， 而 是 一 很 薄 的 过 渡 层 。 公 式 (66. 1) 的 正确 性 并 不 
取决 于 对 这 种 蝴 的 性 质 所 作 的 任何 假定 。 但 利用 分 界面 上 的 条 件 
”推导 菲 涅 耳 公 式 时 ， 贫 假定 了 过 滤 层 的 厚度 8 小 于 波长 和 。 通常 
厚度 8 可 以 和 原子 培 距 离 相 比 ; 后 者 在 任何 情况 下 都 小 于 和 (在 相 
反 的 情况 下 , 场 的 宏观 描写 一 般 变 成 不 可 能 ); 因此 , 条 件 >8 通 
常 总 是 满足 的 。 在 相反 的 极限 情况 下 ， 折 射 现象 具有 完全 不 同 的 
性 质 。 当 > 和 时， 满足 可 以 应 用 几何 光学 的 条 件 (N\ 小 于 媒质 的 
不 均匀 黎 度 ) ”所 以 , 在 现在 的 情况 下 ， 可 以 把 波 的 传播 看 作 光 线 
的 传播 , 这 光线 在 过 滤 层 内 受到 折射 , 但 通过 它 时 不 发 生 反 射 。 换 
句 话 襄 , 反射 系数 等 于 需 。 
我 们 现在 回 到 菲 涅 耳 公 起 “从 透明 媒质 反射 时 ， 这 些 公式 内 
的 EEo 和 Eo 册 的 比例 系数 为 实数 了 P。 这 表明 波 相 或 者 不 变 , 或 
者 改变 mm， 视 这 些 系数 的 正 负 号 而 定 。 特 别 是 折射 波 的 波 相 总 是 


i 





(66. 8) 


(66. 9) 


”我 们 暂时 略 去 全 反射 的 情况 ( 参 开 下 男 )。 


60.， 波 的 反射 和 折射 3%9 

和 和 入射 波 的 波 相 相同 。 但 在 反射 时 可 能 波 棚 发 和 改变 @， 例 如 重 
直入 射 时 , 如 果 st>sz 则 波 相 不 变 。 但 如 果 ss 一 su 期 矢量 El 和 
E。 有 相反 的 正 负 嚼 , 也 即 是 波 相 改变 r。 

， 当 倾 杀 入 射 时 ， 反 射 系数 按照 (66. 5) 和 (66. 7) 式 由 下 列 公式 
得 出 : | 

2 2 
的 ，=- 拓 拓 务 。 o 
这 里 和 下 面 ， 符 号 上 和 上 分别 表示 场 三 垂直 于 或 者 平行 于 入 射 面 
的 情况 。 我 们 注意 到 下 列 的 对 称 性 质 : 交换 go 和 9。 时 , (66. 10) 式 
不 改变 [但 反射 波 的 波 相 , 按照 公式 (66. 5) 和 (66. 7) 这 时 改变 7]. 
换 名 话说 , 以 '0。 角度 从 媒质 7 入射 的 波 的 反射 系数 ， 等 于 以 包 负 
度 从 媒质 2 大 射 的 波 的 反射 系数 。 


以 即 角 ( 使 bo 十 9 一 工 ) 太 射 的 光 的 反 射 具 有 一 种 奇异 的 性 
质 ( 这 时 反射 光 和 折射 光 互相 垂直 ), 我 们 仿 这 角 为 9; 写 出 
8in Oo 一 sin( 卫 一 0) cos Oo, 


R= 


并 利用 折射 定律 (66. 3), 我 们 得 到 


te Op -V2 (66. 11) 


当 go= go 时 , 我 们 有 tg(0o 十 9) 一 2, 而 已 变 为 老 。 因 此 , 不 其 以 
这 角度 大 射 的 光 的 偏振 方向 如 何 ， 反 射 光 的 偏振 将 是 使 其 中 的 电 
场 稚 直 于 大 射 平面 。 当 大 射 光 为 自然 光 时 ， 反 射 光 的 偏振 也 是 这 
样 。 这 时 具有 其 他 偏振 的 分 量 一 般 不 反射 。9, 角 称 为 全 偏振 角 或 
者 称 为 布 勒 斯 特 角 (Brewster ngle)。 我 们 注意 到 ， 虽 然 反 射 可 
以 引起 自然 光 的 至 仿 振 , 但 在 折射 光 办 ， 无 葵 入 射 角 如 何 ， 都 不 会 


@®@ ”从 明 收 媒质 的 反射 , 一般 襄 来 站 起 椭 贺 仿 振 。 这 时 三 种 波 之 赔 的 振 旺 和 波 相 
， 关 肝 的 明显 麦 达 式 是 非常 复杂 的 , 参半 Stratton 的 “电磁 理论 ”第 九 竟 。 
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引起 全 偏振 现象 。 : 

下面 信 振 光 的 反射 和 折射 常常 产生 丰 面 亿 报 光 ， 但 偏振 方向 
一 般 悦 来 不 与 大 射 光 的 相同 。 裔 Yo 为 Eo 方向 与 天 射 在 面 问 的 天 
角 ， 而 y， 和 ?ys 为 反射 波 和 折射 波 的 类 似 角度 ， 则 利用 (66. 5) 和 
(66. 7) 却 ， 很 容易 得 到 下 列 关 系 式 : 


_ cos(b0 一 02) | Ea 5 
tg ?1 一 os 于 5 tg Yo, tg Ys = cos (00 — 0s) te Yo, 


(66. 12) 
只 当 yo 一 0 和 Ys 一 厄 的 明显 情况 下 , 对 任何 大 射 角 , 角 Yo、Y1、Y 


才 相 等。 当 狸 下 人 射 (bo 一 6 一 0) 和 护 射 (bo 一 他) 时 , 它们 也 是 相 
等 (在 掠 射 的 情况 , 折射 波 一 般 不 存在 )。 在 其 他 情况 下 , 从 (66. 12) 
式 ( 考 虞 到 0 一 0。, 0, 二 二， 并 假 定 0 一 yo 一 二 ，0 一 71， ya 一 得 


2 2 
到 不 等 式 : 
?1 一 yo0， ya 一 7o. 
由 此 可 见 ， 反 射 时 E 的 方向 偏离 入 射 平 面 ， 而 折射 时 偏向 入 射 
平面 。 加 
由 比较 (66. 10) 的 两 个 公式 看 出 ， 对 任何 人 人 射 角 ( 除 2o=0 和 
Ca 一 可 以 外 )， 


用- 一天. 

因此 , 例如 当 大 射 光 为 自然 光 时 ， 反射 光 是 部 分 仿 振 的 ， 电场 的 优 
先 取 向 垂下 于 人 射 面 。 折 射 光 也 是 部 分 偏振 的 , 但 电场 EE 的 优先 
取向 在 大 射 平 面 内。 

R, 和 尼 , 与 大 射 角 的 关系 完全 不 相同 。 系 数 羽 , 从 绍 - =0 时 的 
值 (66. 8) 开 始 , 随 着 6 的 增加 而 单调 地 增加 。 而 系数 Ri 在 06=0 
时 虽 同 样 等 于 (66. 8) 式 的 值 ; 但 以 后 随 9o 的 增加 而 开始 三 小 ， 当 
2o=-0。 时 变 为 需 , 然后 再 开始 音调 地 上 升 。 
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这 时 必须 分 别 两 种 不 同 的 情况 。 如 果 反 射 是 从 “ 光 密 ”媒质 发 
生 的 ,也 即 是 ss 则 Rt 和 民 继 炉 增加 , 一 直到 0。 一 万 (发 生 掠 


射 ), 这 时 两 个 系数 等 于 1。 如 果 反 射 媒质 是 “ 光 酬 "媒质: ss 二 81， 
则 当 大 射 角 bo=2. 时 , 两 个 系数 变 为 1, 这 里 的 9; 由 下 式 得 出 : 


sinO,= 一 3， ee (66. 13) 


称 为 全 反射 临界 角 。 当 bo 一 和 时 ,折射 角 Oo 二 二， 也 即 是 折射 波 
的 傅 播 平行 于 分 界面 。 

当 go>2. 时 ， 从 光 栈 媒质 的 反射 需要 作 特 别 的 研究 。 在 这 种 
情况 下 ，zos 是 纯 忠 数 [参阅 (66. 2) 式 ], 也 即 是 在 折射 媒质 内 场 是 
朗 减 的 。 若 媒质 内 不 存在 鞭 吸 收 (也 即 是 无 能 量 耗 散 )， 则 波 在 媒 
质 内 部 发 生 圳 减 表 明 ， 从 第 一 媒质 进入 第 二 媒质 的 能 通 量 平均 为 
零 ( 由 简单 的 计算 容易 直接 证 明 , 在 第 二 媒质 内 的 平均 能 通 量 矢 量 
S 实际 上 只 有 4 分 量 )。 换 句 话 襄 , 侈 部 人 射 到 分 界面 上 的 能 量 都 
被 反射 回 第 一 媒质 内 , 也 即 是 反射 系数 为 

Ri=Eh,=1. 
这 种 现象 称 为 全 有 反射。 上 式 中 的 RL 和 R, 等 于 1, 当然 , 也 可 以 直 
接 利用 菲 涅 耳 公 式 (66. 4) 和 (66. 6) 来 证 明 。 


当 09>0, 时 ，E 和 Eo 问 的 比例 系数 变 成 名 二 553 形式 的 复 


数 , 而 RL 和 Rs 由 这 些 系 数 的 模 量 的 平方 得 出 ， 这 模 量 的 平方 等 
了 于 1。 但 是 由 这 些 公式 ， 不 但 可 以 求 出 反射 波 内 和 大 射 波 内 的 场 
的 和 绝对 值 之 比 , 而 且 也 可 以 求 出 宪 们 的 波 相 差 。 为 此 , 必须 把 它们 
写成 | 








oi -一 人 
Diri=e “ihor, Fin—=e "bon. 


@ 必须 损 到 ， 从 为 实 负 数 的 媒质 反射 时 , 反射 系数 总 是 仓 霜 1。 在 这 种 媒质 
内 也 不 存在 器 吸 收 , 但 波 不 能 透 入 到 媒质 内 部 。 


第 十 章 电磁波 的 传播 ， 


于 是 我 们 及 
61 _MV ésin’ Co 一 sa 8， Wasi(Csisin2C 一 sz) 
tg 2 81 cos ? tg = 0 aoog Oo TT, (66. 14) 


由 此 可 昂 , 全 反射 时 波 相 发 生 改 变 , 并 且 一 般 说 来 ,对 平行 于 和 垂 
直 于 人 射 面 的 场 分 量 各 不 相同 。 因 此 ， 在 与 估 射 面 成 一 角度 的 平 
面 内 偶 振 化 的 波 反 射 时 ， 反射 波 将 是 椭 图 偶 振 的 “。 对 于 波 相 差 
3 一 3 一 st 容易 得 到 下 列 的 表达 式 : 
COs Oo、 sisin? Ho 一 so 
”9 ~ 8g1 Sin? Oo Re 


只 当 0 二 90， 和 0 一 二 时 ， 这 波 相差 才 为 雳 。 


(66. 15) 


例 是 


I. 兵 求 在 全 反射 角 附 近 及 射 系 数 变 为 1 的 定律 。 
解 . 例 9。=9, 一 5, 其 中 6 为 一 小 量 ,并 把 (66.10) 式 内 的 singo 和 cosg 
展开 为 5 的 肾 圾 数 , 结果 得 到 
Ri=1—4V25(m —1) 1 


R=1—4V mm 1 
式 中 >1 导数 全 当 5 一 0 时 随 5 : 变 为 无 短 大 。 


2. 想 求 光 鳃 从 虽 容 掠 射 到 上 近 于 工 的 物体 表面 时 的 反射 系数 。 
解 . 贝 公式 (66. 10) 给 出 租 同 的 反射 系数 : 


RiR (Po 一 AAS 十 E 一 1)4 
Ce—1) 


3 


式 中 Po = 本 一 9 


3. 试 求 波 从 贤 窒 人 身 到 E 和 ww 不 为 1 的 媒质 边界 上 的 反射 系数 。 
解 . 由 和 正文 内 完 侈 类似 的 计算 , 得 到 下 面 的 结果 ; 
Qa— a—1ib La 6_5b 
Q@® ”如果 ya 5， 则 二 gs = 
四 ”人参 并“ 扬 阶 ”第 二 有 版 ，$ 48。 
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Acosto 一 一 A/ su 一 sin2go |? 
keosbo 十 AM Eu 一 sin20o 
= | — enx— sin?00 | 

ceosbo + su 一 sin26o 

4. 设 物质 的 平行 平面 层 2 位 于 凌空 ( 媒 原 1) 和 任意 媒质 3 之 间 。 从 贤 
容 内 射 到 平行 平面 屋 上 的 光 在 人 射 平面 内 (或 玲 直 于 和 人 射 面 ) 偏振 化 。 试 用 
光 和 人 射 到 御 无 限 媒质 2 或 3 上 的 反射 系数 玫 示 层 的 反射 系数 RR。 

解 : 我 们 用 4。 和 41 玫 示 大 射 波 和 反射 波 内 的 场 (E 或 菇 ， 砚 那 一 天 量 
平行 于 层 平 面 而 定 ? 的 振幅 。 层 内 的 场 包括 折射 波 (振幅 4z) 和 从 2 一 3 交界 
面 上 凤 射 的 波 (振幅 42)。 由 1 一 2 天 面 上 的 边界 条 件 得 到 下 列 等 式 : 

As=a(Ai—?r1240), (1) 

” 式 中 & 和 ?jz 为 常数 。 从 年 无限 媒质 2 反射 时 , 波 4 不 存在 ， 于 是 由 (1) 式 
- 得 用 712= 41/4o, 也 部 是 712 是 这 种 情况 下 的 反射 振幅 。 由 (1 了) 式 , 交 描 41 和 
4o 并 用 42 代 严 42， 还 可 得 到 一 个 方程， 这 相当 于 波 天 量 的 ?分量 改变 正 负 


RL=! 








3 





Bs 
Az=a(Ao—rizA1), . (2) 
在 媒质 3 办 只 有 一 种 波 ( 授 射 波 )。 这 种 波 的 振幅 4 满足 下 列 条 件 : 
Azeiv = As, .42 6 访 二 — 73243 (3) 


[类 似 于 41=0 时 的 条 件 (1) 和 (2)j; 指数 因子 已 计 及 充 层 厚 诬 上 的 波 相 变 
化 , 而 县 . 
{ y= hVa snig. z (4) 
(3) 式 消去 4s 我 们 得 到 
Ale-iy=7r23Azeiy (5) 
(r23= = 一 732). 
由 (1)， (2), (5) 式 ， 我 们 求 得 从 层 反射 的 振幅 为 


41 71tz6-2 钊 十 人 23 


Y 一 4 e -2iy 712723 i (6) 

(反射 柔 数 R= 171?), 常数 723 的 意义 可 从 下 事实 蒋 明 , 当 当下 = 0 有 时 ,7 必须 
等 于 从 个 无 限 媒质 3 的 反射 振幅 is 由 此 求 得 
Y23 一 了 人 (7) 


F12713 一 RS; 
公式 (6) 和 (7)， 就 可 以 得 到 所 提出 的 问题 的 解 。 应 匡 重 指 上 二 的 是 ,它们 的 
推导 与 对 媒质 2 和 3 的 性 质 所 作 的 任何 假定 无 关 ， 这 些 媒质 可 以 是 透明 的 ， 
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也 可 以 是 吸收 的 。 
如 果 媒 质 2 和 3 是 透明 的 , 划 ” 712, 713 都 为 实数 , 而 raa 为 年 无 限 媒 质 
2 和 3 的 交界 面 上 的 反射 振幅 。 这 时 由 (6) 式 , 我 们 得 到 


(712 ?723)? —4r127z3 Sin?y (8) 
(rf12723 十 1)2 — 4712723 Sin2y 


区 变化 时 , 有 BE 的 变化 范围 为 
(Lt) 和 上 (2 一 ) . 
712723 十 1 T12723 一] 
当 光 重重 直人 射 时 ， r= 对 is 和 yza 有 类 似 的 关 和 柔 式 。 如 果 nn%2 = 


Nin 则 712 二 rz3, 由 适当 选择 层 的 厚度 ， 五 可 以 变 为 需 。 
堵 媒 质 3 是 贤 空 , 则 ”is 一 0, rzs= 一 312 天 从 (6) 我 们 得 到 
yl2Ke 2i¥—1) shiy - 


er shliy+in(—r12)j $22 
如 果 这 时 媒质 2 是 透明 的 , 则 
R= 4Rt sin?y i 


(I— Rr)?+4R1siny 

只 当 媒 质 2 是 透明 的 ， 层 的 透射 系数 刀 (从 次 宏 到 癫 室 ) 地 等 于 1 一 R。 
在 相反 的 情况 下 , 要 计算 也 必须 根据 (1) 一 (3) 式 ， 今 其 中 yaz = ra。 于是“ 透 
射 振幅 ”q 等 于 
dA rm 0 
而 透射 系数 D= 1a|?. 。 

5. 试 求 光线 垂直 入 射 到 复 介 电 常数 上 为 很 大 的 薄板 上 的 反射 系数 和 透 
射 柔 数 。 

解 ， 在 这 种 情况 下 ， 


ee SN 
(ee 
而 且 按照 前 一 例题 的 公式 (9) 


二 一 


1 ww = 
I Eothiy’ =FhV Ee. 
如 果 板 很 薄 , 因而 ho/c<1/M1aT, 旧 可 以 写 为 





7 一 一 


1 ; 
1+(2ic/Ewh) 
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这 时 还 可 以 分 别 酚 种 情况 




















i 4c En 

当 Eee TT Mle 
当 SnTep 

按照 公式 (10); 得 到 透射 系数 为 

w 1 _ 2 
oy “VEsy， 
2 0 
es Wk 7 
在 后 一 种 情况 下 , 可 以 再 区 分 两 种 情况 : 
工 工 _ 4c? 
工 Errwh 


$ 67. 金属 的 表面 阻抗 

在 不 十 分 高 的 频率 下 ， 金 属 的 介 电 常 狐 的 焰 对 值 大 于 1( 当 
w 一 0 时 , 介 电 常 数 随 二 趋 近 于 无 穷 大 )。 在 这 些 条 件 下 , 金属 内 的 
“波长 "3 一 V1s19 小 于 其 空 内 的 波长 ~ 三 。 如 果 这 时 .3( 但 不 


一 定 是 ) 也 小 于 金属 表面 的 曲率 咎 径 , 则 可 以 利用 这 种 情况 来 使 
任意 电磁 波 从 金属 上 反射 的 问题 得 到 大 大 的 简化 。 

3 很 小 表明 ， 在 金属 内 表面 法 线 方 向 的 场 分 量 的 导数 大 于 切 
线 方 向 的 导数 。 因 此 , 金属 内 表面 附近 的 场 可 以 认为 是 平面 波 场 ， 
因而 Es 和 Hs 的 关系 式 为 


Es— LLHn], (67.1) 
@ 很 大 的 V £(w) 值 实际 上 常常 是 复数 。 这 时 电磁 场 在 物体 内 发 生 罕 上 城 ， 因 而 


物体 内 的 波长 局 时 也 部 是 声 的 “ 透 大 深度 ”。 如 果 把 ECo) 玫 示 光 电导 率 o 1 按照 
(58.9)1, 其 这 个 量 和 $45 所 引入 的 透 入 深度 相等 
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式 中 n 为 表面 的 法 线 ， 方 向 指向 金属 内 部 。 另 一 方面 ， 因 为 开 ; 和 
Hi 为 连续 的 , 因而 在 金属 外 表面 附近 的 场 值 也 必须 有 相同 的 关系 
式 。(67. 1) 式 可 以 取 作 为 求 金属 外 的 场 的 边界 条 件 ( 如 M. A. 列 安 
， 托 维 奇 傅 指 出 的 , 1948)。 由 此 可 见 ， 求 解 外 电磁 场 的 问题 可 以 完 
全 不 考虑 金属 内 的 场 。 


l=L'+ iL"®. | 
/rr 

=/ 芭 (67. 2) 

在 用 通常 的 金属 电导 这 可 以 表示 s 的 频率 区 域内 , 我 们 有 . 

eg 人 
| DAM ， (67. 3) 
通过 金属 表面 的 能 通 量 对 时 间 的 下 均值 为 

S= -Re[E/H:* ] -2 [Hz |2n. (67. 4) 


这 能 通 量 代表 从 外 面 流 人 金属 内 开 在 金属 内 所 耗 散 的 能 量 。 由 此 
看 出 , 特别 是 必须 
《一 0. (67. 5) 
由 这 个 不 等 式 决定 了 (67. 2) 式 的 和 柱 的 正 负 号 -a 
当 频 率 增 加 时 ， 透 大 深度 变 成 和 传导 电子 的 自由 路 程 长 度 
1 同 数量 级 @。 在 这 种 情况 下 , 场 的 空间 不 均匀 性 使 得 我 们 不 能 利 
、 用 介 电 常数 8 来 对 场 作 宏 观 描写 (与 这 有 关 的 现象 的 存在 ， 是 由 


H. 偷 敦 最 先 指出 的 1940) 值得 注意 的 是 ， 这 时 一 >。 的 条 件 合 


、 外 通常 把 与 + 相差 一 个 因子 4r/e 的 量 称 为 表面 阻抗 ; 但 是 我 们 发 现 采 用 这 种 
符号 是 不 方便 的 。 
加 ”自由 路 程 长 度 主要 依 琥 于 金 贡 的 温度 。 实 际 上 这 通 常 是 指 氮 范 国内 的 很 低 
温度 , 而 我 们 所 研究 的 现象 发 生 在 无 线 电 超短波 波 眉 内 。 
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未 被 破坏 (vw 为 传导 电子 的 速度 )， 这 条 件 保 证 了 电导 率 不 在 色散 ， 
-而 对 于 恒定 电流 , 它 仍然 等 于 cr。 

重要 的 是 , 下 列 边 界 条 件 

E:= CLHmnl] (67. 6) 
在 这 些 频 牵 下 也 仍然 是 正确 的 。 这 时 金属 内 表面 附近 的 场 也 仍然 
可 以 视 为 平面 波 ， 虽 然 它 现在 已 不 能 再 用 通常 的 麦 殉 斯 书 宏 观 方 
程 来 描写 ”在 这 种 波 内 , 场 E 和 了 HH 的 关系 必须 是 线性 关系 ， 而 轴 
矢量 H 和 极 矢 量 五 之 问 的 唯一 可 能 的 线性 关系 的 形式 为 (67. 6) 
式 。 这 关系 式 内 的 系数 “是 碟 征 金属 性 质 的 唯一 的 量 ， 在 求解 外 
电磁 场 问题 时 必须 知道 它 。 

当 频 率 再 增加 时 (通常 在 红外 区 域内 )， 昌 的 安 观 描 写 又 变 成 
可 能 ,并且 s 的 概念 文 有 意义 。 这 现象 的 原因 在 于 , 传导 电子 在 吸 
收 量子 hw 以 后 得 到 大 量 的 能 量 ， 精 果 它 的 平均 自由 路 程 越 小 , 于 
是 不 等 式 1&<3 又 被 满足 。 限 抗 “ 重 新 变 成 与 V s 成 反比 9。 在 这 
个 颖 率 区 域内 , s(w) 的 实数 部 分 是 负 的 , 而 它 的 刹 数 部 分 很 小 。 不 
等 式 1<i 是 8 和 8"” 具有 宏观 意义 的 条 件 。 但 是 为 了 使 只 是 大 的 


s' 值 有 宏观 意义 , 只 要 满足 更 弱 的 条 件 记 <8 就 行 了 ,其 中 的 ?为 


金属 内 传导 电子 的 速度 (满足 这 个 条 件 时 , 研究 电子 的 运动 就 可 以 
略 去 场 的 空间 不 均匀 性 )。 | 

在 任何 情况 下 ， 对 阻抗 的 实数 部 分 ， 不 等 式 5 >0 总 是 满足 
的 。 如 果 公 式 (67. 2) 有 效 ， 则 对 “的 虑 数 部 分 的 正 负 号 也 可 以 作 
出 一 些 刊 断 。 例 如 , 如 果 s 的 色散 比 上 的 色散 重要 (也 即 是 可 以 税 





@ 但 是 应 读 世 住 ， 利 用 等 式 (67.6) 作 为 边界 条 件 ， 只 当 1E| 很 大 ( 郎 了 很 小 ) 时 
才 可 以 。 在 光学 里 率 内 , 这 条 件 不 部 满足 。 我 们 假定 x~1; 于 是 大 的 1&1 相应 于 小 的 
&, 我 个 指出 , 如 果 4 六 1 区 利 用 近 娱 条件 (67. 时 光 须 不 冤 芭 5x 入 满足 , 这 表明 必须 
ME 淮 1 这 时 了 = 和 p/E 可 以 不 很 小 。 


383 第 十 童 ”电磁 波 的 传播 
VK 为 实数 )， 则 从 se" 二 0 得 出 5&5" 一 0, 因为 常常 和 > 全 0 因而 
一 0. 

这 是 最 通常 的 情况 。 如 果 c 的 色散 由 上 的 色散 来 决定 ， eA 
的 方式 可 以 证 明 “全 0。 

阻抗 的 概念 也 可 以 应 用 到 超导体 上 。 超 导体 的 特征 是 : .其 至 
在 静态 情况 4 一 0 下， 也 存在 小 的 透 入 深度 &。 在 不 大 高 的 频率 
下 , 可 以 假定 磁场 分 布 和 静态 时 的 相同 。 为 了 求 出 电场 , 我 们 写 出 
方程 : 

rotE—i2H. 


选择 z 轴 方 向 为 超导体 面 的 外 法 黎 方 向 。 与 大 的 2 的 导数 比 
较 , 可 以 略 去 切线 方向 的 导数 , 于 是 我 们 有 
3Es._ 
32 | 
(对 如, 有 类 似 的 式 子 )。 将 这 等 式 对 物体 内 的 深度 z 进行 积分 


BEB.(0) | H,dz; 


=iH， 


名 


轧 ,(0) 是 z= 二 0 时 妃 , 的 值 , 也 即 是 到 在 物体 面 上 的 值 。 我 们 定量 
地 定义 过 大 深度 如 下 : 


Db 
| H,dz= H,(0)s. (67. 7) 
于 是 z 
Bs(0) = H,(0)s. 


与 (67 8) 形式 的 边界 条 件 于 人 
十 分 高 的 频率 区 域内 ) 由 下 式 和 给 出 : 


，@ 实际 上 是 指 差不多 迷 到 厘 洒 波 如 的 频率 。 、 
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t= 一 ?二 3. (67. 8) 


这 式 子 是 《(@) 展 开 为 频率 的 震级 数 的 第 一 项 ， 因 此 对 于 超导体 ， 
展开 式 从 与 成 比例 的 项 开始 。 展 开 式 以 下 的 一 项 与 w? 成 正比 ， 
而 且 是 实数 ; 这 是 LY' 的 展开 式 的 第 一 项 。 

阻抗 C(w) 可 视 为 复 变数 的 丙 数 , 它 的 性 质 在 许多 方面 类 似 
于 画 数 s(o) 的 性 质 (B. A. 金 兹 堡 , 1954)。 边 界 条 件 ， 对 于 单 色 波 
具有 (67. 6) 的 形式 , 在 普 台 情况 下 , 必须 理解 为 算 符 关 系 式 : 

E:=t[Hin], (67. 9) 
它 使 某 一 时 刻 的 下; 值 用 以 前 时 刻 的 Hi 值 来 表示 (比较 $ 58)。 如 
在 $ 62 中 一 样 ， 由 此 得 出 ， 画 数 C(。) 在 % 的 上 牛 平 面色 (其 中 包 
括 实 轴 , 但 w=0 的 点 除外 ) 无 奇 点 。 共 次; 由 Ht 为 实数 时 EEt 为 实 
数 的 条 件 得 到 关系 式 : 
tC—w*)=t*(%). 

最 后 ， 因 为 能 量 耗 散 由 画 数 《(w) 的 实数 部 分 决定 (而 不 是 由 
虑 数 部 分 , 如 对 画 数 s(o) 一 样 ) 因而 5'(w) 是 正 的 , 而 且 吕 为 任何 
实 值 时 都 不 会 变 为 雳 , 除了 w=0 的 值 外 。 由 和 8 62 类 似 的 诗 葵 ， 
可 以 作出 车 芥 , 在 整个 上 和 舍 平面 内 ， 

. Ret(w)>0. 
由 此 特别 得 出 《(o) 在 上 定 平面 内 无 零点 。 

《(o) 在 上 补 平 面 内 无 奇 点 再 一 欢 导 至 克拉 梅 斯 -克朗 尼 公 式 ， 
这 时 特别 重要 的 公式 是 . 

rw) = a Lo) — lg 


光一 他 


一 0 SS 


利用 C(x) 的 偶数 性 , 可 以 把 它 改 写 为 


to)= 一 寺 人 四 =1a 13 一 工 7 
2 十 








0 
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eT HS (67. 10) 


(被 积 式 的 分 子 内 的 1: 可 以 略 去 , 因为 的 积分 的 主 值 总 是 
为 看 )- 

ee Llw) 所 作 的 讨论 , 当然 在 同样 程度 上 也 适用 于 道 
画 数 pt Zay 算 符 -! 用 Es 表示 [Hsn]。 人 10) 式 变 为 


[Z-:(wo) 了] 一 一 Sy [e ar (67. 11) 


(zo) 


NE eg 
式 下 , 它 不 能 应 用 于 超导体 , 在 超导体 内 ， 按 照 (67. 8) 式 ， 当 w=0 
时 ，《-! 有 一 极点 。 简单 地 改变 一 下 推导 [类似 于 由 (62. 9) 变 为 
(62. 11) ], 这 时 得 到 下 面 的 公式 : 
[6-1(w)1"= 一 2 Ta (67. 12) 
0 


22 一 ao3? 


末了 , 举 出 应 用 阻抗 概念 的 一 个 例子 , 我 们 来 研究 平面 电磁 波 
从 贯 空 人 射 到 表面 阻抗 为 “的 金属 平面 上 的 到 射 现象 。 如 果 矢 量 
E 垂直 于 入 射 面 而 傈 振 化 , 则 由 边界 条 件 (67 6) 给 出 

Bot+Bi=t(Ho— Hi)cost= (Bo— EF)cosOo 
(符号 和 8 66 Co 由 此 考虑 到 《 很 小 , 我 们 有 
Ds — (i1—2¢ cosg0), 
和 反射 系数 为 
R=1—46 cos9o. (67. 13) 


如 到 Eo 在 大 射 平面 内 ， 人 写 为 tHs= [nE:j, 也 
即 是 
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CCHo 十 Hi) 二 (Eo — B11) cos0o 一 (Ho i Hi1) Cos20， 
由 此 得 到 反射 系数 为 


costo— 1? 


a 














: | (67.14) | 
当 大 射 角 不 很 接近 于 地 时 ， 
Rl (67. 15) 
如 果 go 一 本 一 9o<l， 划 
,一 oz 和 《67.16) 








这 式 子 当 go= 151 时 有 一 极 小 值 为 
Ri= (C1 -C/C++0). 

除了 (67. 16) 的 特殊 情况 外 ,对 很 小 的 表面 , 反射 系数 接近 
于 1。 “一 0 的 表面 为 “理想 导电 ” 面 ， 同 时 也 是 “理想 反射 面 "?。 在 
这 种 面 上 的 边界 条 件 简 单 地 为 下 := 0， 它 和 导体 面 上 静电 场 的 边 
界 条 件 相似 。 但 是 和 恒定 电场 的 情况 不 同 , 在 交 变 场 内 , 这 条 件 的 
满足 自动 地 导 至 对 磁场 的 一 定 条 件 也 得 到 满足 。 即 是 由 于 方程 
(Giw/c)H=rotE, 从 表面 上 了 := 0, 得 到 等 式 阳 ,一 0。 由 此 可 见 ,在 
交 变 电磁 场 内 , 在 “理想 导电 ” 面 上 , 磁场 的 法 向 分 量变 为 零 。 在 这 
种 意义 上 , 这 种 表面 类 似 于 恒定 磁场 内 的 超导体 面 。 


例 题 


鼓 求 从 小 阻抗 的 平面 发 出 的 (一 定 频率 的 ) 热 辐射 强度 。， 
解 ， 按照 克 希 获 夫 定律 ， 从 任何 卖 面 射 到 立体 角 元 do 内 的 热 辐射 强度 
qf 与 元 对 黑体 麦 面 的 辐射 强 庆 41 的 关系 为 I 二 (1 一 BR)dlo, 式 中 瓦 为 蔷 表 


面 对 自 然 光 的 反射 系数 。 利 用 公式 467.13) 和 (67. 14) 算 肌 羽 = 去 (Ri+ 
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十 RR,)， 并 考虑 到 从 移 对 黑体 志和 的 帆 射 是 备 向 同性 的 (41 = 代 ), 于 是 我 
们 得 到 z 


2 

到 1 。 

1-21t| [Lr mop torre oT rrr oo sing do. 
0 


进行 积分 并 上 略 去 了? 的 高 次 项 后 , 我 们 求 得 ` 

i 1 271 or 

= | nprmt+1— Fa es | 
特别 是 对 于 阻抗 册 (67.3) 式 求 出 的 金属 i 而 痛 ， 我 他 有 (4 =1) 


4rc T 
云 = [mm 让 -到 | 


$ 68。 波 在 不 均匀 媒质 内 的 仿 播 


我 们 现在 来 研究 电磁 波 在 电学 不 均匀 但 各 向 同性 的 媒质 内 的 
传播 现象 了 。 在 麦克 斯 书 方 程 | 


rol 王 一 人 Hp rotH= 一 ?8 守卫 





内 (我 们 处 处 合 1 一 1)， 8 是 点 的 坐标 的 画 数 。 将 第 一 式 内 的 互 代 
和 人 第 二 式 内 , 得 到 





《68. 1) 
滨 去 EE 后 , 得 到 于 : 
AH+ 2 HT 上 二 [ve'rotEH] 一 0 (68. 2 ) 


在 “一 维 ” 情 况 下 ，s 只 在 宏 间 内 的 一 个 方向 变化 , 使 得 这 些 方 
程 可 以 大 为 简化 。 选 择 这 方向 为 击 ， 帮 且 我 们 研究 传播 方向 在 
zz 平面 内 的 波 。 在 这 种 波 内 全 部 的 量 都 与 y 坐标 无 关 ， 而 且 由 于 
在 zx 轴 方 向 媒质 是 均匀 的 , 因而 我 们 可 以 只 须 研究 与 x 的 关系 , 这 

”关于 各 向 异性 媒质 内 的 波 优 播 现象 , 参 虹 有 1. A. AnsnepT. B. 1. Pans6rpr 
E. 1. peitg6Gepr 的 书 “无 线 电 谈 的 传播 ”ML 一 J 了. , 1958。 


地 


Eg 


关系 由 因子 etz 给 出 ， 其 中 < 为 常数 。 当 k= 0 时, 场 只 与 > 有 关 ， 
也 即 是 说 波 “ 玲 下地 ”透射 过 se 一 s(z) 的 物质 层 。 如 果 二 0， 则 就 
设 波 便 桂 透射。 
这 时 必须 分 别 ( 当 kx 圭 0) 两 种 独立 的 偶 振 情况。 在 一 种 情况 
下 , 矢量 王 垂 直 于 波 的 传播 平面 (也 即 是 沿 y 轴 方 向 )， 而 磁场 再 
也 相应 地 在 这 平 而 内 。 于 是 方程 (68 1) 变 为 
op 
2 
在 另 一 种 情况 下 , 场 HH 在 y 轴 方 向 ， 而 下 在 传播 平面 内 。 在 这 种 
ne 


2 二)+ + (所 一 乞 ) 豆 一 =0. (68. 4) 


8 dz 
a A . 
当 传播 条 件 接近 于 几何 光学 条 件 时 , 在 这 种 重要 情况 下 , 这 些 
方程 可 以 在 普 逼 形式 下 解 出 。 下 面 我 们 假定 画 数 s(z) 为 实数 ?。 
在 (68. 3) 式 办，2m/MV 了 为 z 轴 方 向 的 “波长 ” 共 中 


s 络 一 * )p— 0 (68. 3) 





f (2) = sb?— nr. 
人 
3 a (68. 5) 
而 (68. 3) 式 的 两 个 独立 解 的 形式 为 
ee Se (68. 6) 


条件 (68.5) 在 了 =0 的 点 附近 (如 果 存 在 这 样 的 点 ) 显然 被 破 
坏 。 我 们 设 这 一 点 为 “= 0, 而且 当 z<0 时 了 >0, 而 x*>0 时 了 一 0。 


四 注 程 (68.3) 在 形式 上 和 量子 力学 中 粒子 的 一 维 去 动 的 薛 于 格 方 程 根 似 , 而 几 
何 光学 近似 相当 于 准 二 上 典 情 况 。 下 面 我 们 写 出 最 后 的 结果 ， 对 于 它们 的 推导 过 程 ， 请 
参 开 量 于 力学 课程 ( 参 开 “最 于 力学 ”第 七 章 )。 | 
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在 离开 5= 0 的 点 两 侧 相 当 远 处 ，(68. 3) 式 的 解 为 (68. 6) 的 形式 ， 

但 是 要 在 *>0 和 w 二 0 的 区 域内 建立 这 个 解 内 的 系数 之 间 的 关 

系 , 必须 研究 (68. 3) 式 在 z=0 附近 的 精确 解 。 在 这 点 附近 ， 画 数 

F(z) 可 以 展开 为 z 的 赛 级 数 , 并 写 为 f 一 一 az 的 形式 。 于 是 方程 
osB=0 


B= Pas 2)， (68. 7) 
它 对 所 有 的 > 值 都 是 有 限 的 ， 式 中 


P(E) = er cos( 导 +ué )du 


称 为 埃 里 (Aizy) 画 数 (我 们 处 处 略 去 妃 内 的 因子 eo-111"9)。 当 |z| 
很 大 时 , (68. 3) 式 的 解 的 渐 近 形式 为 ， 


2 和 ee(|v 了 ws + 工 )， 当 z=0, 
或 (68. 8) 


Ea 
一 人 了 az 


五 一 ， 当 z 一 0， 


5 [fl M 
系数 4 和 (68. 7) 式 内 的 相同 。 这 些 式 子 中 的 第 一 式 代表 从 z 轴 正 
方向 厌 射 的 波 和 从 平面 二 0 上 反射 的 波 所 屏 加 而 得 到 的 峙 波 。. 
这 些 波 的 振幅 相同 (等 于 4/2fY， 也 即 是 反射 系数 等 于 1。 只 有 
指数 式 误 减 的 场 素 入 到 sz 二 0 的 区 域 。 
”在 趋 近 反射 点 时 ， 如 从 (68. 8) 式 分 母 内 存在 因子 从 所 表明 
的 , 波 的 振幅 增加 ,但 是 要 求 出 这 点 紧邻 近 的 场 值 必须 利用 (68. 7) 
式 。 这 个 画 数 在 z 二 0 的 区 域内 部 单 讽 地 衰减 ， 而 在 z 之 0 的 区 域 


内 则 是 振 落 的， 而且 | 五 | 的 极 大 值 逐 渐 地 减 小 。 当 osz = 一 1.02 
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时 达到 第 一 个 最 大 的 极 大 值 , 并 等 于 


五 二 0.949. Aa* 
到 此 为 目 , 我 们 写 出 了 加 波 的 解 。 容 易 看 出 , 在 几何 光学 近似 
内 ， 对 于 及 波 也 可 以 写 出 完全 相似 的 公式 。 如 果 在 (68. 4) 式 内 代 
大 妃 =wws， 则 所 出 现 的 s 的 导数 为 与 % 相 乘 , 而 不 是 与 w 相 
. 乘 ， 然后 略 去 含有 这 些 导数 的 项 [由 于 条 件 (68. 5)， 人 
于 是 得 到 阔 数 w(z) 的 方程 为 


护符 -0 

这 个 方程 和 (68. 3) 式 相同 。 所 以 , 五 的 全 部 公式 与 (68. 6)—(68. 8) 
式 只 是 相差 一 个 因子 M8。 

当代 君 入 射 的 波 (< 夫 0) 从 物质 层 反 射 时 [其 中 slz) 通 过 走 ” 
点 ], 两 种 波 的 行为 发 生 重 大 的 差别 。 这 时 波 从 f(z) = ek? 一 xk? 二 0 
的 平面 上 反射 ， 也 即 是 不 能 到 达 < 一 4 的 点 处 。 五 波 只 以 指数 式 
讼 碱 场 的 形式 透 过 这 平面 外 。 而 当 五 波 在 这 种 衰减 场 的 总 本 认 上 
反射 时 , 在 s 二 0 的 点 附近 场 剧烈 地 加 强 ( 参 阅 本 节 例 题 1)@。 


例 题 


1i， 训 求 儒 狗 入 射 (x 和 站 0) 的 五 波 反 射 时 在 €==0 的 点 附近 的 电场 。 
解 . 设 在 z=0 的 点 处 E= 0 在 达 氮 附近 , 我 们 写 山 £=az， 于 是 (68. 4) 
式 变 为 
EH 1anH 
dzi? 2 dg 
按照 米 性 微分 方程 的 普 志 理论, 这 方程 的 一 个 解 (我 们 倒 它 为 Hi(2)) 在 2=0 
处 无 奇 点 , 而 把 它 展 开 为 。 的 袁 极 数 的 第 一 项 为 2?: 


五 (2 ) = 2+ 全 04 一 -+ 





——+ (ak2s— «2)H =0. 


@ 应 注意 的 是 , 这 一 个 点 是 (66. 外 式 的 奇 点 ,因此 在 这 一 点 陷 近 , 几何 光学 近似 
不 能 应 用 , 尽管 1(z) 不 变 为 零 和 条 件 (66.5) 不 被 丙 坛 - 
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第 二 个 独立 解 具有 对 数 奇 点 , 而 它 的 展开 式 为 


Ha(z)=Hi(z)In(xz)+ 广 — 





场 开 (z) 由 这 两 个 解构 成 , 因此 当 s 一 0 时 趋 近 于 常数 (我 们 把 它 卖 示 为 了 10)。 
电场 分 量 内 的 主要 项 为 


和 多 oaH _， i x2Ho 
ee Teg 3z 一 ak Intxs), 
pi ry HL 
* Ek ear Ek oak 2? 


也 即 是 当 z 一 0 时 变 为 无 穷 大 。 当 然 ， 实 际 上 由 于 媒质 内 必然 存在 小 的 吸收 
〈 也 序 是 & 的 点 产 部 分 不 为 老 )， 因 此 场 只 能 达到 比较 大 (与 局 图 的 呢 本 底 比 
较 ) 而 有 了 眼 的 数 储 。 Ee 

2. 设 “ 表 面 "H 波 沿 两 种 媒质 的 分 界面 而 传播 ， 这 两 种 媒质 的 介 电 常数 
: 分 别 为 &1 和 一 [ez1, 这 波 在 两 种 媒质 内 部 传播 时 发 生 麦 成 。 献 求 这 种 波 的 频 
素 - 与 波 矢 量 的 关系 式 。 

解 ， 选 择 分 界面 为 zy 平面 , 波 沿 x 朝方 向 传播 , 而 场 H 与 闷 轴 平行 。 设 
上 中 空间 z>>0 被 正 介 电 常数 & 的 媒质 所 充满 ， 而 下 中 空间 一 0 被 负 介 电 
常数 es 的 媒质 所 充满 。 我 们 求 得 z 一 土 w 时 发 壮 的 波 内 的 场 为 


. 2 ” 
瑟 ; 一 百 oetkz "1%, K] = —E1 当 2 二 0， 


? 
Cg 2 
H2 = Hoeirr+*a«) Sw 当 z 二 0, 


其 中 ,xy xz 为 实数 。 五 ,= 万 为 违 六 的 边界 条 件 已 被 满足 ， 而 由 Bs 为 连锁 
的 条 件 给 出 








3 Ez a8) 当 z 一 0 
J 汪 K2 
或 [lez 1° 3 
El 一 | cz| 
(当然 ea 二 0) 时 , 这 等 式 才 被 满足 。 这 时 和 。 的 关 柔 式 为 
天 2 _ oz28llez| 


容易 证 明 ，“ 雪 面 ” 五 波 的 传播 一 般 是 不 可 能 的 。 
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8$ 69. 互 易 定理 
描写 任意 媒质 内 组 导线 源 所 发 射 的 电磁 波 , 是 利用 下 列 方程 : 
rot EQ= i 2B; ”rot H= 一 i D+ i 《69. 1) 


式 中 J 为 导线 内 流 过 的 “外 来 "(对 媒质 而 言 ) 周 期 电流 密度 。 

设 媒质 内 有 两 个 不 同 的 源 (频率 相同 )。 我 们 用 下 角 标 1 和 2? 
表示 由 这 两 个 源 分 别 产生 的 场 。 媒 质 可 以 是 不 均匀 的 和 各 向 异性 
的 。 下 面 对 媒 质 的 性 质 所 作 的 唯一 假定 是 满足 嫉 性 关系 : D;= 
= 8ipbk, Bi= pipl py 其 中 &ip 和 jis 为 对 称 张 量 。 在 这 些 条 件 下 ， 
可 以 导出 联系 两 个 源 的 场 和 其 中 外 电流 的 关系 式 。 

我 们 分 别 用 Hs 和 Es 乘 下 列 二 个 方程 : 

rot Ei = ikB1, 


rot Fi = 一 iD 十 “向 


并 用 一 Hi 和 一 E; 乘 E 和 Hs 的 相同 的 方程 。 把 这 些 方程 相 加 
以 后 , 我 们 得 到 
(Ho iot Es— Erot Hs) + (Eso rot HI Hi trot Es)= 


一 i BiH; a HB,) i i (ED A DiE») 
+ PE, iYE). 


但 也 :Ho = wp; ipH 2 = HBs, ED, = DIE,, 于 是 等 式 右 侧 的 头 两 
项 变 为 逢 。 ee ili 我 们 得 到 
div{[ EHs] — [EHi]}= A (PE, 一 过) 也 7. 


we 变换 成 对 无 穷 
远 表 面 的 积分 , 因而 变 为 雳 。 因 此 , 我 们 得 到 
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| jEsar, = | jEdV2. (69. 2) 


左 侧 和 右 侧 的 积分 分 别 对 第 一 源 和 第 二 源 的 体积 进行 ， 因 为 只 在 
这 些 体积 内 电流 党 和 襄 ) 才 不 为 雾 。 由 于 导线 很 组 , 其 中 一 导线 
导线 的 场 的 影响 ， 可 以 忽略 不 计 ， 因 此 ，(69. 2) 内 的 Ei 和 

分 别 代 表 第 一 源 和 第 二 源 的 辐射 场 , 为 每 一 源 在 另 一 源 的 位 置 
公式 (69. 2) 也 即 为 所 求 的 关 
系 式 , 称 为 互 易 定理 。 

如 果 源 的 线 度 小 于 波长 ,也 小 于 它们 的 相互 距离 ， 则 互 易 定 理 
的 表达 式 可 以 简化 。 每 一 源 的 场 在 另 一 源 的 线 度 范围 内 变化 很 
小 , 因而 在 (69. 2) 式 内 ,可 以 将 El 和 Es 移 到 积分 号 外 ， 简 单 地 把 
它们 写 为 E1(2) 和 Es(1), 其 中 1 和 2 表示 两 源 的 位 置 : 

ED))| ia 一 EaC9)| jad。 
积分 | jady 不 是 别 的 , 乃 是 源 的 总 偶 极 年 多 对 时 间 的 导数 。 因 为 
多 二 一 iw 久 ,因而 最 后 得 到 
Es.(1)®%=E(2)%,. (69. 3) 

这 种 形式 的 互 易 定理 当然 只 能 应 用 于 侦 极 子 的 辐射 。 若 源 的 侦 极 
和 矩 等 于 需 ( 或 者 异常 小 )， 则 从 普 源 公式 (69. 2) 变 换 到 (96. 3) 所 作 
的 近似 , 是 不 充分 的 ( 参 并 本 节 的 例题 1)。 


例 题 
1， 献 导出 四 极 子 辐 射 源 和 磁 侦 极 子 辐射 源 的 互 易 定 理 。 
解 . Be 0, 划 在 (69. 3) 的 积分 内 , 必须 取 展开 臣 内 以 下 的 项 : 


aE 3 五 
eejvaVi = ph SE)x 





| jezay, 5 


1/9F: .9E2x . 
得 Ge a ) Crjin— zr) a 





x| 《2172 士 2)G1 十 一 
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〈 为 简单 起 见 , 已 略 去 j 上 的 下 角 标 “外 " 字 )。 我 们 引进 四 极 乍 张 量 和 磁 生 天 
量 为 
Dix= — itiwDix = | (Cai 十 21 和 3) —25ixri}aVy, 


= 元 |[ri]ar. 


利用 方程 rot 下 = 22B, 并 尖 虐 到 在 辐射 源 附近 ，s 二 常数 (由 此 div E=0), 我 
们 得 到 | 

iEzar = 一 澡 了 二 十 22ax 
由 此 看 出 , 对 于 四 极 子 辐 射 源 ， 0 


(+ + Dib = 2 ae pep 


ark DZ 外 


a ) DP + ioBs(1) 1. 


而 对 于 磁 偶 极 子 王 射 源 , 互 易 定理 为 
B2(1) HA1= B11(2) M2;. 
2. 就 求 均 色 的 各 向 同性 媒质 内 侦 极 子 幅 射 源 的 强度 与 媒质 的 介 电 常数 
€ 和 4 的 关系 。 
解 . 由 代入 


上 
Fa co 
E=,/—E' 一 于 
V ti Ep 
i f - 
rot E'= eH, rot H' = i-E' 十 2， 


其 中 不 包含 & 和 4+， 这 些 方 程 对 于 侦 极 于 二 射 的 解答 出 波 带 内 的 场 的 矢 势 
为 由 


《69. 1) 式 变 为 


A 专 |iar， 


式 中 五 为 至 辐射 源 的 距离 。 在 这 里 和 下 面 , 我 倍 略 去 了 对 计算 强度 不 重要 的 
相 因 子 。 因 此 看 出 , 对 给 定 的 让 , 可 以 写 为 A'= Ao， 此 外 的 下 骨 标 0 玫 示 蜂 
空 内 的 辐射 源 场 。 对 于 H’' 和 E', 我 们 有 


H'= ifk'A']= i EL[kKAo] = ELH,, E'=H'. 
由 星 得 
H = énrHo, Es= .Eo, 
而 三 射 强度 为 站 2 
I= Lou2e™ ? 
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此 即 为 所 提 南 题 的 解 。 
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我 们 来 研究 由 理想 导电 页 所 国 成 的 英 衬 腔 谐振 器 内 的 电磁 
场 。 鞭 空 内 的 单 色 场 方程 为 


rot E=iH, rot HH = -ioE. (70. 1) 


理想 导体 ( 即 阻抗 《一 0 的 物体 ) 表 面 上 的 边界 条 件 是 

E,=0, Hn=0. (70.2) 
要 求 出 这 支 问题 的 解 , 只 要 研究 或 HH 就 够 了 。 例 如 ， 从 (70.1) 式 
内 消去 H 后 , 我 们 得 到 五 的 疲 动 方程 为 


AE -+E=0, 《70.3) 


此 外 还 必须 添上 一 个 方程 : 

div E=0, (70. 4) 
这 方程 不 能 从 (70.3) 自动 得 到 。 根 据 边 界 条 件 EE,=0 解 这 些 方 . 
程 , 我 们 就 可 以 求 出 场 E, 然后 从 (70. 1) 的 第 一 式 可 以 直接 推导 出 

H, 而 且 边 办 条件 瑟 * 一 0 自动 地 满足 。 
当 窗 膛 的 形状 和 大 小 给 定时 ，(70. 83) 和 (70. 4) 式 只 对 a wa 的 某 
些 完全 一 定 的 值 有 解 ， 这 些 值 称 为 北 拨 器 的 电磁 振 洲 的 本 征 频 
率 D。 当 ZX=0 时 , 电磁 场 不 能 透 入 到 金属 内 部 ， 因 而 不 存在 损失 。 
所 以 , 全 部 本 征 振动 是 非 剖 碱 的 , 也 即 是 全 部 本 征 频 率 为 实数 。 兹 
.他 ” 当 届 振 器 的 空 览 被 E 和 上 异 于 1 的 非 吸 欢 电 介质 充满 时 ， 对 这 种 销 振 器 的 全 
部 公式 , 可 由 在 空 腑 朵 振 器 的 公式 内 分 别 以 ww Ek ，WEEE,VA 王 代 过。 下 上 HE 而 


得 到 。 这 可 从 下 面 的 事实 看 出 ， 人 下 ，(70.1) 式 恋 成 媒质 内 的 正确 麦 充 斯 书 
方程 : 


rot E= inH, rot H=— iE E. 


畦 别 是 砾 质 的 出 现 使 本 征 频 率 减 小 V Ep 售 。 
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振 器 的 本 征 频 论 的 数目 是 无 限 多 的 。 共 中 最 小 类 率 的 数量 摇 为 


© 
WI y 


L 
式 中 1 为 谐 握 右 的 线性 线 府 。 这 从 量 网 的 考 虚 可 以 直接 看 出 ， 因 
为 ! 是 表示 于 题 条 件 的 唯一 的 量 网 参量 ( 当 谐 振 器 的 形状 给 定 
时 )。 大 的 本 征 频 率 (ow 之 c/71) 彼 此 非常 靠近 , 而 且 在 % 的 每 单位 间 
际 内 的 数目 等 于 
Vo? 


37Tr2C3” 


它 只 与 谐振 器 的 体积 VV 有 关 , 而 与 洲 振 器 的 形状 无 关 写 。 
谐振 器 内 的 电场 能 和 磁场 能 的 平均 值 ( 对 时 间 而 车 ) 分 别 由 下 
列 积分 得 出 : 


1 (IEl? 工 (LHI 
| Sa 和 | 37 a 
我 们 现在 证 明 ， 这 两 个 值 彼此 相等 。 利用 (70. 1) 的 第 一 式 ， 我 们 
写 出 
| HHr*dP = 25| rot E rot E*dV. 
分 部 积分 第 二 个 积分 : 
ru Erot E*aT = 中 ro 瑟 *[ df 五 ] 一 rot rot E*aV. 
因为 在 体积 的 边界 上 ,; 正 :一 0, 因而 面积 分 变 为 雳 , 剩 下 
2 2 
pa- -S|E rotrot Ed 一 2 人 AFE” dr， 
或 者 由 于 (70. 3)， 有 


farar= let, (70.5) 


@ 参 王 “ 场 论 ”第 二 版 $3532。 
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这 就 是 所 要 证 明 的 人。 

假定 谐 搁 器 壁 的 阻抗 等 于 震 ， 我 们 就 得 到 问 振 器 的 非 窒 沽 报 
洲 。 现 在 我 们 来 研究 ， 谐 振 器 壁 存在 小 而 有 限 的 阻抗 对 本 征 频 率 
的 影响 如 何 ? 

谐振 器 壁 上 一 秒 内 所 耗 散 的 平均 能 量 (对 时 间 而 萌 )， 可 以 诗 
算 为 从 空 腔 内 的 电磁 场 流 人 器 壁 内 的 能 通 量 。 考 虑 到 阻抗 为 & 的 
物体 表面 上 的 边界 条 件 (67. 6)， 我 们 可 以 写 出 能 通 量 密 度 的 法 向 
分 量 为 

B= Re{[EHY])} = IE 


式 中 心 为 《的 实数 部 分 。 这 -4 个 式 子 内 包含 有 小 因子 “， 在 第 一 近 
似 下 ， 可 以 把 再 理解 为 由 解 4=0 的 问题 而 得 到 的 场 。 总 能 量 耗 
散 由 下 列 积分 得 出 : 


pCiHl’ay, (070.0 


上 式 对 谐振 器 的 内 表面 进行 积分 。 用 两 倍 的 总 场 能 , 即 


可 赤 GaP+IHIDmP= 志 人 al 


除 (70. 6) 式 , 即 得 到 场 振幅 随时 间 的 圳 减 率 。 
衷 威 率 由 复数 频率 w 一 or/ 十 ta” 的 虑 数 部 分 o" 决定 @。 把 公 
式 写成 复数 形式 : 
,fel la 


一 (70.7) 
2 | aloar 


@ 我 们 把 EE 和 HH 理解 为 对 应 于 一 特定 本 征 颇 认 的 场 强度 。 也 不 难 地 证 明 ， 对 
吉隆 两 个 不 同 本 征 频 率 wa 和 wb 的 场 ,满足 正 交 关系 式 : 
| EcEs*ar = famar = -0. 


,@ ”在 无 米 电 工程 中 , 通常 是 引进 请 振 器 的 品质 因数 来 代替 衰减 率 lo"|, 品质 因 
改定 义 为 比值 w /21w""|。 
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w 和 wo 分 别 为 计 及 《 和 未 计 及 的 频率 值 ， 利 用 上 式 , 我 们 不 但 

可 以 求 出 圳 减 率 ， 而 且 可 以 求 出 本 征 频率 本 身 的 改变 。 如 我 们 看 

到 的 , 后 者 由 的 虚数 部 分 决定。 在 867 中 便 称 指出 ,通常 是 
"一 0; 因而 本 征 频率 减 小 。 | 

在 实际 守 算 中 更 为 访 便 的 是 把 (70.7) 式 分 母 欠 的 体积 分 这 交 

为 面积 分 。 变 换 后 的 烙 果 为 @ 


(sa $n Ie) Gra). C0.8) 


例 题 
1. 试 求 具 有 理想 导电 辟 的 长 方形 平行 六 面体 形状 的 谐振 器 内 的 本 征 振 
动 频 雁 。 
解 . 选择 平行 六 面体 的 长 为 CT G2 C3 的 三 个 楼 为 T, Y, & E31 (70. 2 
(70. 4) 式 的 解 涡 足 边界 条 件 E,=0: 


Es= A: coshrr sinkyy sinksz* eiot, (1) 
对 吾 五 > 有 类 似 的 式 子 , 其 中 
_ P17 _ 922mr _ Ham 。 
fa 2 op， kz 一 Ca ’ (2) 


ny 922; 93 为 正 整数 。 常数 4b 4 4s 的 关系 式 为 


@ 由 于 关 量 王 与 表面 相 切 , 我 们 恒 可 得 到 
Pb (HH) (ras) = 中 Ha (raf) — Pr) (Ha) -Hr) (Haf) 
利用 代 换 :df 一 QV .7， 我 们 把 右 钙 的 积分 变换 为 体积 分 ， 并 利 用 (70. 1) 式 , 我 们 得 到 
中 aeroran 本 让 人 (CHIE] 一 [H*E])ar+ aor 
由 类 似 方式 , 考虑 到 恒等式 [r[Eadf]] =E(Craf) 一 (rE)df =0( 由 于 边界 条 件 E: =0) 
我 们 得 到 
中 CEE*)Craf) = 号 - $ (EE*)(raf) + 中 CEr )CE*GE) 十 ecoceap- 
it| r (LHE*] - (H*E!)dy - {EE*ar. 
将 得 到 的 两 个 等 式 相 减 , 并 考虑 到 (70.9) 式 , 我们 就 得 到 公式 (70. 8)。 
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Aiks Azky + Asks=0, (3) 
而 本 征 频 率 为 
= C2(ks? + ky + ks). 
从 (1) 式 算出 磁场 为 
Hs=— i(Asky — Askz) sinksr coskyy eoskzz"e iot, 

对 HH,, H;, 有 相似 的 式 于 。 

车 wy wz na 中 有 二 企 或 者 三 个 他 等于零 , 划 正三 0。 所 以 ， 和 第 一 个 (最 
小 的 ) 频 棕 相 对 应 的 振动 是 : 三 个 数 中 有 一 个 等 于 震 ， 而 其 他 两 个 等 于 1。 

由 于 关系 式 (3), (1) 式 的 解 (其 中 mn2, ns 取 给 定 的 不 为 雳 的 值 ) 只 包含 
二 个 独立 的 任意 常数 , 也 邵 是 每 一 本 征 频 牵 为 二 次 简 并 的 。xz 12, ws 中 有 一 
为 雾 的 频率 是 非 莘 并 的 。 

2. 斌 求 球形 谐振 器 内 (和 半径 为 a) 电 偶 极 子 和 磁 偶 极 子 的 振动 频 座 。 

解 . 在 电 偶 极 子 型 的 球形 肚 波 内 , 场 EE 和 五 的 形式 为 @ 


E=e-iotrot rot( Serb ) 
二 一 ie-iotrot( Sub ) 
式 中 b* 为 恒定 儿 量 , 而 k=。 由 7 一 C 时 的 边界 条 件 LnEj]= 0， 得 到 方程 : 


ctgrka 一 声 Se 


它 的 最 小 根 为 ha 二 2.74。 频 座 。=2.745 为 球 谐振 器 本 征 频 本 中 最 小 的 频 
府 。 
在 磁 侦 极 子 型 的 球 圣 波 内 ， 


正 一 ibe-totrot( SOE ) 


H= eivtrot rot( 三 merb 


由 忆 的 边界 条 件 得 到 方程 : 
tgka = ha. 
它 的 第 一 个 根 汐 Ka 二 4. 49. 
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8 71。 电磁 波 在 波导 管内 的 传播 

与 前 一 节 所 研究 的 具有 有 限 体积 的 谐振 器 不 同 ， 波 导管 是 一 
无 限 长 的 空 腔 , 即 一 无 限 长 的 空 管子 9。 谐振 器 内 的 本 征 振动 代表 
驻 波 , 而 在 波导 管内 的 波 ， 只 在 横 方向 上 才 是 “ 壁 波 ”, 而 沿 波导 管 
的 长 度 方 向 ,可 以 传播 行 波 。 

我 们 现在 来 研究 截面 为 任意 形状 ( 单 连 通 的 ) 并 沿 长 度 方 向 都 
是 一 样 的 直 波 导管 的 情况 。 首 先 , 我 们 假定 波导 管 壁 是 理想 导体 。 
选择 波导 管 的 长 度 方 向 为 z 轴 。 在 沿 z 轴 方 向 传播 的 行 波 内 ， 各 
个 量 与 z 的 关系 由 因子 ex 给 出 , 其 中 zs 为 常数 。 

这 种 波导 管内 的 至 部 可 能 的 电磁 波 可 以 分 为 两 种 类 型 ， 共 中 
一 种 为 且 。 二 0， 另 一 种 为 态 =0( 瑞 利 1897)。 在 第 一 种 波 内 ， 磁 
场 是 纯 横 向 的 , 称 为 电 型 波 或 媚 波 ， 在 第 一 种 波 内 ， 电 场 是 纯 横 向 
的 , 称 为 磁 型 波 或 媚 波 @。 

我 们 首先 来 研究 五 波 ; 由 (70.1) 式 的 = 分 量 和 2 分 量 给 出 


91。 . OO _ DC: 
By kz Py,= 6 HH;, D7 





+ iksbo— iH,, 


iks1 ,= i Bs, iksHy= 一 Bb,. 

















由 此 得 
_ihs9Bs ik: 9h 
Es rk Ov” 人 Kk? oy | 
(7?1. 1) 
刀 -20o 38 iw 9F; 
| ” er oy” Y ck dv”. 
式 中 引进 了 符号 : 


DD 证 珈 我 们 二 出 适用 于 鞭 乍 波导 管 的 公式 。 利 用 400 页 底 注 内 所 指出 的 变换 ， 
可 以 过 渡 到 充满 非 吸 站 媒质 的 让 导管 的 公式 。 
@” 帮 小 和 妨 波 也 分 别称 为 TM 让 和 TB 波 (“ 概 磁 流 ?和 “要 电波 ”)。 
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心 一手 一 丰 ， 
由 此 可 见 , 在 加 波 内 ，E 和 的 全 部 横向 分 量 可 以 用 电场 的 纵向 
分 量 来 表示 。 后 者 应 由 解 波动 方程 而 得 到 ， 这 波动 方程 的 二 维 形 
式 为 z 
AsBs- rk?B;,=0, (71. 2) 
式 中 As 为 二 奴 的 拉 普 拉 斯 算 符 。 这 方程 的 边界 条 件 是 : 在 波导 管 
壁 上 , EE 的 切 向 分 量变 为 零 。 为 此 只 须要 求 在 截面 的 边界 上 
Es=0 (71. 3) 
就 行 了 。 按 照 公式 (71. 1), 分 量 为 Bo 妈 , 的 二 礁 矢 量 与 妨 ,的 二 条 
陡 度 成 正比 。 因 而 当 满 足 条 件 (71. 3) 时 ， 在 wy 平面 内 的 EE 的 切 
向 分 量 也 自动 地 变 为 零 。 
”由 类 似 方式 , 在 及 波 内 ，E 和 王 的 横向 分 量 可 以 用 磁场 的 纵 
向 分 量 表示 , 即 








(71. 4) 








纵向 场 日 。 由 下 列 方程 的 解答 出; 
AsHs+ rH;s=0, . (71. 5) 
其 边界 条 件 为 : 在 截面 的 边界 上 


9H;, 
A 一 (0. 


按照 公式 (71. 4), 这 条 件 保证 了 H 的 法 向 分 量变 为 雾 。 
由 此 可 见 , 确定 波导 管内 的 电磁 场 的 问题 , 归 千 为 求 二 维 波动 
方程 Asf+cf=0 的 解 ， 而 其 边界 条 件 为 f=0 或 在 截面 边界 上 ， 


引 一 0。 对 于 和 给 定 的 截面 边界 ， 只 对 参量 心 的 完全 一 定 的 本 征 值 ， 


(7?1. 6) 
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才 存 在 这 种 解 。 


对 心 的 每 一 本 征 值 ， 我 们 得 到 频率 与 “ 波 矢 量 ” 8 之 间 的 
关系 式 为 





c2 一 C2(82 十 K2). (7I1. 7) 
沿 波导 管 长 度 方向 人 博 播 的 波 的 速度 由 下 列 导 数 得 出 : 
人 Ee) 


对 给 定 的 «x, 当 %z 从 0 变 到 ~ 时 , ww 从 0 变 到 6。 

在 波导 管 的 长 度 方向 ， 能 通 最 最 的 平均 密度 (对 时 间 而 于 由 坡 
印 廷 天 量 的 > 分 量 得 出 。 SN 1)，, 由 简单 的 计算 ， 对 于 五 
波 得 到 


Ss,= 5— Re {[EH*] De 





YaBo| 


| 和 的 人 四 ! 进 行 积分 ， 0 q， 于 是 我 
们 有 





(val a 中 Bdl 时 (BasBsaf. 


第 一 个 积分 对 截面 的 周 界 进行 ， 由 于 边界 条 件 ,二 0， 该 积分 变 为 
雳 。 在 第 二 个 积分 内 ， 我 们 用 — rE, 代 换 AsHz, 最 后 得 到 





|?af. (71. 9) 


对 于 五 波 , 以 且 s 代替 一。， Se 

类 似 地 ， 可 以 算出 电 入 能 的 密度 矿 ( 属 于 波导 管 单位 长 应) 
但 是 更 简单 的 是 从 4 直接 导出 玉 ， 因 为 必须 g 王 Vwz。 例如 ， 丛 : 
《1 到 和 9) 式 , 我 们 得 到 


加 ss [1 加 412 (71. 10) 


从 (71. 7) 式 得 出 , 对 于 每 一 种 类 型 的 波 (相应 于 As 的 一 定 值 ) 
都 存在 一 个 极 小 的 频率 ,等 于 ck。 当 频率 更 低 时 ， 这 种 波 的 传播 
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即 成 为 不 可 能 。 但 是 在 < 的 全 部 本 征 值 中 ， 也 有 一 个 最 小 的 不 为 
雳 的 本 征 值 kmia (参天 下 面 )。 所 以 我 们 得 到 烙 论 ， 存在 一 最 低 的 
频率 下 限 ，wmin= ckmin， 在 这 频率 以 下 , 无 花 是 那 一 种 类 型 的 波 ， 
都 不 能 沿 波导 管 传播 。wwmis 的 数量 角 大 物 为 c/a， 此 处 w 为 波导 
管 的 横向 线 度 。 

但 是 这 种 断 昔 只 适用 于 单 速 通 截 面 的 波导 管 ， 也 即 我 们 到 此 
为 止 所 假定 的 。 对 多 连通 截面 的 波导 管 O， 情 况 截然 不 同 。 在 这 
种 波导 管内 ， 除 了 上 壕 的 五 波 和 甩 波 外 ， 还 可 能 传播 一 种 类 型 的 
波 , 它 的 频率 不 受 任何 条 件 的 限制 。 

这 种 类 型 的 波 称 为 主 波 , 它 的 特征 为 : xs 一 ( 即 x 一 0); 其 传播 
速度 和 光速 。 相等 。 我 们 现在 来 说 明 这 种 波 的 主要 性 质 。 同 时 我 
们 将 看 到 这 种 波 所 以 不 能 在 单 韦 通 截面 的 波导 管内 传播 的 原因 。 

主 波 内 的 全 部 场 分 量 满足 二 维 的 拉 普 拉 斯 方程 Aaf= 0。 当 边 
界 条 件 为 f=0 时 , 这 方程 的 唯一 解 是 f 二 0， 它 在 全 部 区 域内 ( 音 
连通 或 多 连通 的 ) 都 是 正则 的 。 因 此 在 主 波 内 , Bs 一 0。 


当 边界 条 件 六 一 0 时 ， 正 则 解 为 了 = 常数 。 但 是 容易 看 出 ， 当 
了 一 已 时， 这 个 常数 只 能 为 零 ( 我 们 记 住 ， 常 数 所 胡 示 的 量 与 思 9 


无 关 ; 它 与 2 和 上 的 关系 旭 由 因子 e*(sz “7) 给 出)。 实 际 上 ,将 
下 式 


对 截面 面积 进行 积分 , 我 们 得 到 
中 Hadl + | HAf=0; : 
由 于 在 截面 边界 上 互 ,=0 和 在 截面 面积 内 , 甩 , 为 常数 ， 由 此 得 到 


全 ”这 里 所 褒 的 是 是 指 两 个 互相 雪 里 的 波导 管 (一 个 在 另 ~ 个 里 面 ) 之 问 的 空 疝 ， 
也 是 指 两 平行 导 硅 外 的 空间 而 车 。 
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H,=0, 

由 此 可 见 , 主 波 是 炖 粹 的 横 波 。 当 如. 二 及 二 0 时， 由 (70.1) 
式 的 > 分 量 和 2 分 量 给 出 : 

Hs;s=— ,, H,= E;, (71. 11) 

也 即 是 场 臣 和 也 互相 垂直 , 并且 稳 对 值 术 等 。 这 些 场 由 下 列 方程 ， 

求 出 : 


— os .oy = 
div E = 3 gy -#0 (rot E)s, 3y 0, 
其 边 蜡 条 件 为 Ei 一 0。 


我 们 看 到 ， 忆 (因而 H) 与 my 的 关系 由 二 维 的 静电 有 间 题 一 
= 一 Vap 的 解 得 出 , 其 中 场 势 满足 方程 As 二 0, 边界 条 件 为 9 一 
一 常数 。 在 单 连通 区 域内 , 这 边界 条 件 表明 9 一 常数 (因而 EE 一 0) 
是 全 区 域内 唯一 的 正则 的 解 。 由 此 也 就 证 明了 这 种 类 型 的 波 不 可 
ee :内 传播 。 在 多 连通 区 域内 ， 边 界 条 件 内 
常数 值 , 在 不 同 的 边界 部 分 不 一 定 相 同 , 于 是 拉 普 拉 斯 方程 具有 
0 这 时 波导 管 横 截 面 上 的 电场 分 布 ， 相 当 于 具有 输 定 电 
ee 
到 此 为 止 , 我 们 假定 了 波导 管 辟 是 理想 导体 9。 但 波导 管 壁 上 
存在 的 小 而 有 限 的 阻抗 引起 能 量 的 损耗 ， 因 而 也 引起 波 沿 波导 管 
传播 时 发 生 衰 成 。 妄 减 系数 的 计算 ， 和 前 一 节 内 计算 谐振 器 内 电 
磁 振 动 随时 间 的 壮 威 完全 相似 。 
波导 管 壁 上 1 秒 内 所 耗 散 的 能 量 (属于 单位 长 度 ) 由 下 列 积分 
得 出 : ， | 
2 中 1HI2ab 
这 积分 对 截面 的 边界 进行 ，H 是 假定 t=0 时 算出 的 磁场 。 用 沿 


Q@ 我 们 注意 天 ， 特别 是 只 在 这 种 条 件 下 ， 严 格 区 分 为 Bz=0 的 波 和 如 z==0 的 
波 , ~- 般 地 才 是 可 能 的 。 
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波导 管 的 二 倍 的 能 道 量 4 除 这 个 量 ， 我 们 就 得 到 所 求 的 衰减 系数 

oa。 在 这 种 定义 下 , a 给 出 沿 波导 管 长 度 方向 按 e-”? 而 减弱 的 波 振 

幅 的 泰 减速 度 。 
由 (71. 1) 或 (71. 4) 式 ,将 全 部 的 量 用 如, 或 及 s 来 表示 ， 我 们 

得 到 加 波 的 吸收 梁 数 的 公式 为 


wt 中 1 本 12a 





人 一 到 一 5 一 一 一 一 一 (71. 12) 
对 于 及 波 :、 
ri 万 ,性 -二 1 kt) [|vVeH,l*}al 
wa 一 Kt UH/ [vss la (71. 13) 


Na 


在 实际 的 计算 中 ， 把 分 母 内 的 面积 分 变换 成 沿边 界 的 线 积 分 更 为 
方便 。 我 们 在 这 里 引进 这样 得 到 的 公式 ， 它 们 的 推导 过 程 和 
(70. 8) 式 的 推导 过 程 完全 相似 , 这 些 公式 是 


Nalaf= 





Sr) Cnr) lvsBs ld1, 
《71. 14) 
[llaf=ar nd) el Hs lvl aL. 


当 ks 一 0, 即 频率 o 一 ck 时 ，(71. 12) 和 (71. 13) 式 趋 近 于 无 穷 
天。 但 是 这 时 这 些 公式 已 不 能 应 用 ， 因 为 推导 它们 时 全 假定 «小 
于 kso 了 

公式 (71. 12) 和 (71. 13) 不 能 应 用 于 主 波 ( 在 多 连通 截面 波导 
管内 的 ), 因为 在 主 波 内 乃 ,. 右 。 和 « 全 等 于 需 。 在 这 种 情况 下 , 可 
以 把 妈 部 的 场 分 量 用 标量 势 了 来 表示 。 考 虚 到 在 主 波 内 , 场 其 和 
已 = 一 vag 相互 慌 直 ,并且 数值 相等 ， 我 们 得 到 主 波 的 吸收 系数 的 
表达 式 为 


$71. 忠 矿 波 在 波导 管内 的 侠 猎 A1 

_ C9 lv la | 

2 lvplsaf 

当 吸 收 系 数 不 太 小 时 [因而 公式 (71 15) 不 能 应 用 ], 如 果 波 长 

c/w 大 于 波导 管 的 横向 线 度 , 则 在 这 种 情况 下 , 主 波 沿 波导 管 的 传 

播 可 以 比较 简单 地 来 研究 。 

如 上 面 所 指出 的 ， 主 波 内 的 横向 电场 在 任何 时 刻 都 相应 于 带 

， 有 数值 租 等 和 正 负 号 相反 的 电荷 的 波导 管 壁 所 组 成 的 电容 器 内 的 

静电 场 。 我 们 用 士 e(z) 表 示 波 导 管 单位 长 谋 上 的 电荷 。 这 些 电荷 
与 波导 管束 上 流 过 的 电流 士 .J(z) 由 “过 种 性 方程 "联系 起 来 : 


《71. 15) 


ae _27 
ot 3z” 

或 者 对 于 音色 场 ， 
ze 一 2 
Dz 


其 次 ， 裔 OC 为 波导 管 单位 长 度 的 电容 ， 波 导管 壁 间 的 “电势 差 ? 为 
ga 一 9 将 它 对 z 求 微分 ,我 们 就 得 到 维持 波导 管 壁 内 电流 流 


过 的 电动 势 ( 我 们 记 住 ， 有 吸收 轩 场 不 是 炖 粹 横向 的 )。: 仿 这 电动 
势 等 于 QT( 其 中 乡 为 波导 管 单位 长 度 上 的 阻抗 ), 我 们 得 到 


3 te 
9z -2 
或 者 


2/12 te 
A 训 入 十 ZwZJ = 0. 《71. 16) 


io 上 (其 中 呈 和 工分 别 为 波导 管 单位 长 讼 的 电 


代入 Z=ERE— 62 
阻 和 自 感 ) 后 , 我 们 就 可 以 从 单 色 的 电流 分 量化 回 到 为 时 间 任 意 画 
数 的 电流 。 再 假定 沿 波导 管 长 度 方 向 的 电容 0 为 常数 ， 我 们 就 得 
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到 所 狂 电 报 方程 : 
了 3J pol LPT 
OO az at ci a 
当 电 阻 不 存在 时 (R=0)， 正如 所 预料 的 ， 这 方程 化 为 小 动 方 
程 , 波 的 传播 速度 为 V 2 /LC=¢®, 


二 0. | (71. 17) 


例 题 
1. 就 水 党 长 方形 规 轴 ( 边 长 为 a、 0) 的 波导 管 传播 的 波 的 * 值 。 并 求 出 这 

种 波 的 和 背 城 柔 数 。 
解 、 在 互 波 内 四 ， 
一 常数 . sinkyx sinkyy， 
式 中 a We 


而 ma xs 为 从 1 开始 的 整数 。 在 玉 波 内 ， 
及 ;= 常数 .cosjoz coskyy， 
而 且 ” 和 rz 中 有 一 个 可 以 等 于 霉 。 在 两 种 波 内 ， 
了 2 
一 12 十 帮 2 一 2 去 十 浓 
* 的 最 小 值 相应 于 Hw 波 (下 角 标 麦 示 m1 wa 的 值 )， 和 并且 cmin= 一 (假定 a>> 
一 D)。 


从 公式 (71. 12) 和 (71. 13), 可 以 算 卓 净 眶 采 数 , 对 于 五 玻 , 它 等 于 





= (k2b+ kya), 


2¢1 
Crc21。 6 
Oe Lo (a + 入 sb) 


四 当 截 面 答 定时 ， 从 求 志和 克 问 题 的 数学 等 效 性 ， 可 以 得 到 等 式 LC = 1。 理 想 导 


体 表 面 间 的 电场 和 磁场 互相 慌 直 , 并 且 大 小 相等 ( 参 园 (71.11) 式 ), 而 且 导 体 天 面 的 场 
值 ， 在 第 一 种 情况 下 次 定 电荷 密度 ， 而 在 第 二 种 情况 下 决定 电流 窗 论 。 因此 ， 场 能 和 电 


荷 平方 或 电流 平方 之 癌 的 比例 系数 ( 启 和 二 ) 也 相等 。 
加 我 们 处 处 都 略 去 了 因子 et(ka -04 


对 于 Ho 波 ， 
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谭 沙 天 Hunns 波 Cny Ma 地 0)， 
= 2 | sp 全 Caa+ z3p) | 
2. 所 求 与 例题 1 相同 , 但 波导 管 为 图 截面 的 (后 径 为 4)。 
饼 . 解 极 坐标 +、v 表示 的 波动 方程 , 在 五 波 钠 , 我 全 得 到 
五 :一 常数 - "Jn(rr)siang, 
其 条 件 为 了， (xa)=0, 这 条 作答 币 x 的 值 。 在 玖 波 内 , Hz 由 相同 的 公式 答 出 ， 
而 «的 值 由 条 件 J % a 0 求 肌 。5 对 于 五 1 波 ， «为 最 小 值 ， 提 利 xmin = 
SL 


a 





由 公式 (74. 12) 一 (71. 14), 可 以 算出 发 减 条 数 , 对 于 加 波 , 它 等 于 





蕊 至 人 
cak,’ 
而 对 于 妞 波 ， 
-| 2 2 
~ wha c2x2(a2k2 一 02 ) 了 


8 72. 微粒 对 电磁 波 的 散射 
我 们 现在 来 研究 实 观 粒子 对 电磁 波 的 散射 现象 ， 粒 子 的 厂 度 
小 于 被 散射 波 的 波长 ~c/w( 瑞 利 , 1871)。 当 这 条 件 满足 时 ， 粒 
子 附 近 的 电磁 场 可 以 认为 是 均匀 的 。 粒 子 在 均匀 的 周期 场 内 得 到 
一 定 的 电 矩 2 和 磁 矩 .bi; 它们 对 时 间 的 关系 由 因子 e-**! 答 出 。 于 
“是 散射 波 可 以 描写 为 由 这 些 交 变 扎 所 引起 的 辐射 的 辣 果 。 在 距离 
粒子 比 和 大 的 距离 刀 上 , 波 带 内 被 散射 下 的 场 由 下 式 给 出 9 


H’= St It [nL hl]), ; (72. 1) 
i 
式 中 的 单位 矢量 n 指出 散射 方向 ， 而 多 和 .A 的 值 必须 取 在 1 一 书 的 


时 刻 ( 被 散射 波 的 场 ， 我 们 用 带 撤 的 字母 表示 , 而 入 射 波 的 场 用 不 
, @“ 参 并“ 场 论 " 第 二 版 , 877。 2 
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带 搬 的 宇 母 玫 示 )。 在 立体 角 do 内 散射 的 辐射 的 平均 强度 (对 时 间 
平均 ) 等 于 


除 以 大 射 波 内 的 能 通 量 密度 : 
| 
我 们 就 得 到 有 效 散 射 截面 。 

如 果 粒 子 的 线 度 不 但 小 于 入， 而 且 也 小 于 相应 于 粒子 物质 内 
的 频率 的 “波长 ”3， 则 2 和 . 克 的 计算 特别 简单 。 在 这 种 情况 下 ， 
可 以 从 均匀 的 外 静电 场 的 公式 算出 粒子 的 极 化 率 ， 当 然 其 唯一 的 
差别 是 : 对 于 s 和 心 不 是 取 它 们 的 静电 值 , 而 是 取 相 应 于 给 定 频 
率 o 的 值 ， 若 如 通常 的 情况 一 样 ， 凤 接近 于 1， 则 在 (72. 1) 内 可 以 
略 去 磁 偶 极 子 项 。 

例如 , 对 守 径 为 a 的 球形 粒子 , 我 们 有 (参阅 (8. 9)): 


P=Vok, a 一 二 3 (72. 2) 
和 有 效 散 射 截面 为 a 
| 4 
一 气 1al272sin20do， 《72. 3) 


式 中 8 为 散射 方向 n 与 线 偶 振 入 射 波 的 电场 也 方向 之 问 的 夹 角 。 
总 有 效 截面 为 

现 _ 8mlal?wp? 

3c4 

”有 效 截面 依赖 频率 的 关系 , 由 因子 w+ 和 极 化 率 决定 。 如 果 频 

率 很 小 ， 以 致 a 的 色散 不 存在 ， 则 散射 与 ot 成 正比 。 我 们 还 注意 
到 , 有 效 截 面 与 粒子 体积 的 平方 成 正比 。 

如 果 入 射 波 不 是 偏振 化 的 (自然 光 ), 则 要 得 到 微分 有 效 截面 ， 

必须 将 (72. 3) 式 对 垂直 于 大 射 波 传播 方向 ( 即 其 波 矢 量 的 方向 ) 








(72. 4) 


1 
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的 平面 内 的 矢量 下 的 所 有 方向 求 k 
平均 。 我 们 用 和 9? 分别 表 示 极 
角 和 nn 方向 相对 于 方向 的 方位 
角 (而 且 9 从 k，E 和 平面 算 起 )， 
则 我 们 得 到 cos0 一 sin cosg 
《图 32) , 于 是 


ws 2T72 js 2 
do =-rlo| V*(1—sin’?x 





x cos2p)ao. 《72. 5) : 图 32 
对 Pp 求 平 均值 后 ， 我 们 得 到 非 偏 振 波 的 有 效 散 射 截 面 的 公式 
为 @ 


du 一 sa |a12(1- cos28)do， (72. 6) 
此 处 了 为 入射 方向 与 散射 方向 问 的 夹 角 。 z 
从 (72. 5) 式 , 也 很 容易 求 出 被 散射 光 的 消 偏 振 度 。 为 此 ,我 们 
注意 到 当下 的 方向 一 定时 ,E' 的 方向 在 EE, n 平面 内 。 所 以 , 被 散 
射 波 内 的 电场 E' 的 方向 在 k,n 平面 (散射 平面 ) 内 或 者 与 它 垂直 ， 
将 分 别 观 矢量 卫 相对 于 k,n 乎 面 的 方位 角 等 于 9 一 0 或 9= 训 而 
定 。 说 I 和 工 为 具有 这 两 种 偏振 方向 的 散射 强度 ; 消 偏 振 讼 定 
义 为 这 些 量 的 最 小 值 与 最 大 值 之 比 。 按 照 (72. 5) 式 , 我 们 得 到 ， 


Tr cos?0. (72. 7) 
TL 


”如 果 散 射 粒子 的 介 电 常数 很 大 , 则 8 一 c/ww/ 5 < 和 ,于 是 粒子 
的 线 度 这 时 可 以 小 于 入 但 不 小 于 ?。 在 去 的 第 一 近似 下 ， 粒 子 的 


@， 为 以 后 参考 起 见 , 我们 列 出 公式 : 


525 = 二 (1+ Cos2 人 应 )， 
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电 所 可 以 当 作 导 体 〈s 一 一) 在 均匀 恒定 外 电场 内 的 电 算 而 简单 计 
算出 来 。 但 在 这 些 条 件 下 计算 磁 矩 时 ， 粒 子 内 所 发 生 的 感应 电流 
非常 重要 ， 因 而 问题 不 能 归 精 为 静态 问题 。 代 替 此 ， 我 们 必须 求 
(63. 2) 式 " 

- AH-He 所 HL 一 0 (72. 8) 


的 解 (我们 假定 凡 = 1), 它 变 成 离 粒子 很 远 处 的 天 射 波 的 场 。 磁 矩 
和 电 第 这 时 为 同一 数量 级 , 卉 且 在 (72. 1) 式 内 必须 保留 两 项 ,于 是 
数 射 的 角 分 布 和 数值 ， 和 上 上面 所 计 队 痊 的 情况 比较 ， 有 重大 的 差别 
(参阅 例题 2 )。 


例 题 
1. 屋 线 人 篇 振 光 被 无 序 取 向 的 微 们 所 散射 , 币 粒 的 电极 化 牵 张 量 有 三 个 不 
同 的 主 值 。 试 求 被 散射 光 的 消 偏 振 系数 。 
解 ， 和 正文 内 一 样 ， 了 去 珊 短 后 ， 从 (72.1) 式 我 们 得 到 





所 求 的 多 ee 主 值 比 给 出 : 
Te 一 盏 5 万 58， 
A na 给 定时 对 散射 粒子 的 所 有 取向 求 平均 值 ， 而 下 
角 标 w 和 8 拨 稚 直 于 n 的 平 曾 内 的 两 个 值 @。 但 是 更 为 方便 的 是 求 三 稳 张 
量 2i; 2 的 平均 值 , 然后 把 它 全 投影 到 垂直 于 ma 的 平面 内 ; 张 量 %i 2 的 这 
些 分 量 与 相应 的 Ts 的 分 量 成 正比 。 ”+ 
代入 多 ;= 二 airxEBx 后 ,我们 有 
Bi DE = 0 mn BIEN. 
为 了 求 平 均值 , 我 们 利用 公式 : 
Co = Adsp3imt BOs3pm+ Bimdn7)- 

这 是 四 秩 张 量 的 最 普通 形式 , 它 对 两 对 下 角 标 i,k 和 1, m 是 对 称 的 , 并且 只 

包含 标量 常数 。 这 些 常 数 由 这 样 两 个 等 式 求 出 , 这 些 等 式 是 使 张 量 对 下 角 标 


@ 参 开 “ 场 论 ” 第 二 版 , $ 50。 
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i 二 k, 1 二 m 降 秩 一 次 , 再 对 i= 1, =m 降 秩 一 次 而 得 到 的 。 它 们 等 于 


2 Qii 2— ik 1 1 * 
4= 2 ee fo)? + lesl?+ 
+4Re(oot + oas + ora )}, 


3laiz|l2 一 |aiil2 1 
B= 二 az es {lols+ lel?+ losl?— 


— Re(gi0z + os 二 azas )}， 
式 中 ai az as 为 张 量 aix 的 主 值 。 
在 线 癸 振 波 内， 场 的 振幅 E' 放 (我 们 略 去 时 间 央 子 ei2 仆 常常 可 以 定义 
为 于 是 , 我 们 得 到 
FiDE= (A4+B)E; B+ Be (1) 
设 2z 坦 演 nn 方向 ， 而 zy 平面 通过 矢量 ma 和 E; 这 些 轴 是 号 量 1g 的 主 融 。 取 
张 量 (1) 的 相应 分 量 后 , 我 们 得 到 汽 偏 振 系 数 为 


Dy B, 
IT, (4+B)sin’*9+B’ 
式 中 6 为 EE 与 n 间 的 夹 角 。 

2. 试 求 在 个 径 为 o 的 小 球 上 散射 时 的 有 效 散 射 截面 , 球 的 介 电 常数 很 
大 ; 我 们 假定 和 >a~i。 

解 ， 计 算 具 有 答 定 = 值 ( 和 z = 了 的 小 球 在 交谈 磁场 下 内 所 得 到 的 矿 算 
的 问题 , 和 § 45 内 所 解 的 问题 ( 例 是 1) 相 同 , 所 不 同 的 是 , 在 前 面 所 得 到 的 公 
式 内 ， 必 须 合 上 = 二 WE 。 因 此 , 我们 有 

N= —ayH, 

式 中 


(i+ ctgka 一 mr) 
在 对 二 的 第 一 近似 下 ， - 电 短 可 以 简单 地 当 作 导电 球 (e 一 oo) 在 均匀 恒定 电场 
内 所 得 到 的 电 短 来 计算 : 


SBS=aE.. 
洲 虑 到 下 和 班 互相 垂直 , 利用 (72.1) 式 , 经 过 简单 的 计算 后 ， 我 们 得 到 
有 效 散 射 各 而 的 公式 为 
Co Cos? q+ sin?g—(Y 十 Y*)eos 从 十 





do =- 
+ecos?8(cos?g+ |Y|?2sin?* yp)}do 
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式 中 9 和 好 为 图 32 上 所 指 肛 的 角度 。 当 非 偏振 光 散 射 时 ， 
6 
二 (1+ [el eT hepa 一 (y 十 Y*) cosgfao， 
而 被 散射 光 的 浙 人 篇 振 庚 为 
了 人 -= | 也 一 COS 从 
了 一 Yecos 召 


do 一 





2 








总 散射 截面 为 


= Se wt 





yy 


大 ha 一 的 横 代 下 (名 是 当 wow6 村 我们 有 下; 于 枯 了 人 


于 由 理想 反射 球 所 引起 的 散射 , 对 这 样 的 球 ， 一 般 说 来 ,无 芥 电 场 或 破 场 ， 都 
不 会 透 入 到 球 的 内 部 。 “ 


§ 73。 微粒 对 电磁 波 的 吸收 
电磁 波 在 微粒 上 的 散射 同时 件 随 着 吸收 。 有 效 吸收 截面 由 单 
位 时 间 在 粒子 上 所 耗 散 的 平均 能 量 @ 与 大 射 能 通 量 密度 之 比 轮 
出 。 为 了 算出 8, 这 时 可 以 利用 公式 : 
= — BE— M$. (73. 1) 
式 中 儿 和 -为 粒子 的 总 电 扰 和 总 磁 矩 ， 而 外 场 E 和 名 出 散射 波 内 
的 场 忆 和 于 代替 [比较 (45. 21) 式 ]。 
将 各 量 用 复数 表示 , 我 们 可 以 写 出 (参阅 262 页 上 的 底 注 ): 
@= 一 去 RetGzEr + AH"} = SV (a! +e) El’, 


式 中 as 和 am 为 粒子 的 电极 化 率 和 磁极 化 率 。 用 久 射 的 能 通 量 相 
除 以 后 , 我 们 得 到 


全 


Cr 一 (73. 2) 


2 (0 + ot). 


”我 们 把 这 公式 应 用 到 侍 径 为 4 的 小 球 的 吸收 上 (a<<N)， 帮 候 
定 球 是 非 磁性 的 (p==1)。 于 是 吸收 的 特征 将 与 介 电 常数 的 数值 有 
重大 的 关系 。 


8 73. 微粒 对 电磁 波 的 吸收 4L9 


若 & 不 太 大 , 则 除了 a 志和 外 ,我们 还 有 a5, 在 这 种 情况 下 ， 
与 电极 化 率 相 上 比较， 可 以 略 去 磁极 化 率 。 取 (72. 2) 式 给 出 的 电极 
化 率 , 我 们 得 到 


192rwase’’ 


Te 9) eT 
如 果 |s| 污 1, 则 电 吸 收 部 分 变 成 很 小 , 而 磁 吸 收 部 分 可 能 变 成 
是 主要 的 ， 尽管 8? 交 g。 当 3 六 &( 也 即 是 1zal 之 1) 时 , 磁极 化 率 为 


(ap oa 28 
407 ”407c2 





(73. 3) 








有 效 吸 收 截面 为 2 
12ToQass7 


兄 和 全 “ 
当 s 再 增 大 时 ， 电 吸收 部 分 变 成 小 于 磁 吸 收 部 分 。 在 8< 禄 c 
(也 即 是 |hal>1， ctg ka 一 一 让 的 极限 情况 下 , 我们 有 
es 9 __9ic 
， Srak 8moa 
式 中 《二 1/M 8 为 小 球 的 表面 阻抗 。 由 此 得 
cr 一 6rra2C7. (73. 5) 
我 们 注意 到 , 这 个 公式 可 以 由 更 直接 的 方法 得 到 , 不 必 利 用 小 球 的 
磁极 化 率 am(w) 的 普 逼 表达 式 。 当 《 很 小 时 ， 将 平均 坡 印 廷 矢量 
(67. 4) 对 球 表 面 进行 “积分 ”, 我 们 就 可 以 算出 耗 散 能 量 8, 而 且 球 
面 上 的 磁场 分 布 ， 可 以 由 求 均匀 磁场 欠 的 超导体 球 (2 一 0) 闫 题 的 
解 (42. 3) 得 出 。 
知道 了 小 球 的 有 效 吸 收 截 面 之 后 ， 我 们 就 可 以 直 楼 求 出 小 球 
的 热 辐 射 强度 。 按 照 克 希 霍 夫 定 律 , 强度 Qd2( 在 须 率 do 的 范围 
内 ) 可 以 用 o(w) 表 示 为 
dT =47eo (ww)eo(w) dw, 








0 参 晤 “统计 物理 学 ”第 三 版 ，$ 60。 
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3 
7 


4 m3c3 (er /Tl1) 


为 单位 体积 和 单位 立体 角 内 黑体 幅 射 的 说 密度 。. 


§74。 横 上 的 衍射 


通常 的 近似 衍射 理论 G 所 根据 的 假定 是 与 几何 光学 的 偏差 很 
小 。 因 此 首先 假定 所 有 的 厂 度 都 大 于 波长 ; 这 不 但 指 物 体 ( 光 屏 ) 
或 物体 上 的 小 孔 的 线 诬 , 也 指 物体 至 光 发 射 点 与 观测 点 的 距离 .其 
次 , 我 们 只 研究 小 衍射 角 , 也 即 是 只 研究 光 沿 接近 于 几何 暗影 边 炉 
的 方向 的 分 布 。 在 这 些 条 件 下 ， 物 质 的 具体 的 光学 性 质 一 般 是 不 
重要 的 。 重 要 的 只 是 光 屏 不 透明 这 一 事实 。 

如 果 上 述 条 件 不 满足 ， 则 求 衍射 问题 的 解 需要 求 出 波动 方程 
的 精确 解 ， 首 考虑 到 物体 表面 上 合 顿 于 物体 具体 性 质 的 相应 边界 
条 件 。 但 求 出 这 样 的 解 在 数学 上 是 非常 困难 的 ， 因 而 只 伦 对 比较 
少数 的 问题 进行 。 这 时 通常 是 对 发 生 衍射 的 物体 的 性 质 作 一 个 简 
化 的 假定 ， 即 假定 它 是 理想 导电 的 (同时 从 光学 观点 看 来 ， 是 理想 
反射 的 )。 

为 此 ; 我 们 注意 到 下 面 的 情况 。 假 定 物体 表面 为 “黑体 风 也 即 
旦 能 够 完全 吸收 不 射 到 它 表 面 上 的 光 能 ， 这 样 来 解 衍射 问题 似乎 
显得 是 很 合理 的 。 但 是 ， 实 际 上 ， 在 提出 精确 的 衍射 问题 时 , 对 物 
本 的 性 质 所 作 的 这 种 假定 是 存在 内 部 矛盾 的 。 间 题 在 于 ， 若 物质 
本 身 是 强 吸 收 的 , 则 物质 表面 的 反射 系数 不 是 很 小 , 而 相反 的 接近 
于 1 (参半 8$ 67)。 所 以 反射 系数 接近 于 筹 要 求 是 弱 吸 收 的 ， 而 且 
萄 质 的 厚度 必须 大 于 波长 。 在 精密 的 衍射 理 葵 中 ， 在 物体 边 炮 附 
近 ( 与 波长 同 数量 级 的 距离 上 ) 的 表面 部 分 必然 起 着 重大 的 作用 ; 


中 人参 到 “ 场 论 ”, 第 二 版 ,$$59 一 61。 


ed 
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但 物体 边 各 附近 的 厚度 总 是 很 小 ， 因 而 假定 它 是 黑体 显然 是 不 正 
' 确 的 。 > | | 
精确 求解 由 两 相交 年 平面 所 转 成 的 理想 导电 模 边 缘 上 的 光 衍 


射 间 题 ， 具 有 重大 的 理论 兴趣 (这 种 解 由 率 末 菲 首先 得 到 ，1894)。 


全 面 叙述 这 一 非常 复杂 的 数学 理 葵 , 需要 应 用 特殊 的 数学 工具 , 这 
超出 了 本 节 的 范围 。 这 里 为 参考 起 见 , 只 是 叙述 最 后 的 结果 下 。 
我 们 选择 横 的 边缘 为 柱 坐标 系 9, z 的 z 轴 。 模 的 前 表面 
(图 33 上 的 94) 相 应 于 p=0， 而 后 表面 (0B) 相 应 于 p= 二 7， 式 中 
2r 一 7 为 模 的 开 度 角 ; 在 横 。 ?多 -7 


外 的 区 域 相 应 于 0 委 p< 委 ?7。 Ns 
假设 振幅 等 于 1 的 单 色 平面 
波 以 角度 po 在 7, 9 平面 内 之 > 
叉 射 到 枫 的 前 表面 上 (由 > 
于 横 的 对 称 性 , :只 洽 研 究 | 

/2 





qo 一 立 的 情况 )。 我 们 将 区 别 


大 射 波 (以 及 衍射 波 ) 的 两 种 -所 =77 

偏振 情况 : 矢量 也 或 者 矢量 图 33 

HE 平行 于 枢 的 边 业 〈2 轴 )。 我 们 用 字母 4 表示 这 两 种 情况 下 的 
Bs' 或 Hz。 

于 是 整个 空间 内 的 电磁 场 由 下 式 答 出 (我 们 略 去 了 时 间 因 子 


eiot). 


Q@ 详 秋 的 计算 过 程 可 参 开 索 末 莫 的 “光学 ”, HJ 1953; 了. 弗 朗 充 和 了 . 窗 西 斯 的 


“数学 物理 的 微分 和 积分 方程 "4.2, TX. XX, 90HTH, IT937。 另 一 角 法 由 M. HH。， 康 托 罗 


稚 奇 和 吾 . 于. 列 别 捷 夫 提出 ,参阅 工 .A. 金奖 堡 的 书 : “电磁 现象 数学 理论 问题 选集 ， 
ri. XXII Hsx。AH CCCP, 1948。 

对 柱 形 波 (由 平行 于 枢 边 的 厂 源 所 发 射 的 ?， 衡 射 问题 的 不 同 解法 ， 已 由 H. &, 卡 耳 
斯 给 出 (Proe. Lond. Math.Soc. 30, 121, 18997. 


~ 
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ulr,y) =v(r,p Po)Tv(r, p+po), (74. 1) 
式 中 上 面 和 下 面 的 正 负 号 分 别 相 应 于 和 HE 沿 z 灿 方 向 的 偏振 
情况 , 而 画 数 w(r, 由 下 列 的 复数 积分 定 出 : 


1 —ikr co a 
V(r, vy) = | % 1 (74. 2) 
CO 


式 中 必 = wy/c。 设 《平面 内 的 积分 路 线 C= Ci 上 Cs 包括 由 图 34 所 示 
的 两 个 过 路 ， 这 两 个 过 路 的 端点 在 《平面 内 Im(cosc) 一 0 的 部 分 
(图 34 上 的 妊 简 区 
域 ) 伸 商 无 穷 远 处 ， 
因此 因子 ereos, 
在 无 穷 远 处 趋 近 于 
雳 。(74. 2) 内 的 被 
积 式 有 极点 位 于 实 
轴 世 的 5== 一 由 十 
| 十 2ny 的 点 处 ， 式 
图 34 中 冯 为 整数 。 代 圭 

积分 线路 CO， 我 们 可 以 对 线路 刀 一 六 十 Da( 图 34) 进 行 积 分 ， 只 要 
在 积分 上 加 上 被 积 式 在 一 mr 和 :和 区 间 内 的 极点 处 的 留 数 〈 如 果 
存在 的 话 )。 把 "写成 

or 由 ) 一 DoCr) YW) TocCr 峭 )， (74. 3) 
式 中 v4 为 积分 (74. 2), 对 线路 也 进行 ， 而 vo 是 上 壕 极 点 处 的 留 数 
的 贡献 。 每 一 极点 都 在 wo 内 产生 一 项 , 等 于 

6 Kreostw 2 

它 或 者 描写 久 射 波 ， 或 者 表示 从 模 面 上 按 几 何 光学 定律 而 反射 的 
某 种 波 。 画 数 v4 描写 波 的 衍射 晨 变 。 在 距离 攀 边 稍 很 远 ( 与 波长 
， 上 比较 ) 处 的 场 具 有 最 天 的 意义 。 当 jz 六 1 时 , 渐 近 公式 @ 
四 ”这 个 新 近 展 开 式 下 面 的 项 , 参阅 泡 利 的 论文 (Phys. Rev. ,54, 924, 1938)。 
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Valr, 山 ) 2 er eitbrt 4x 
Sin (5 
7 74. 4 
cos( 巨 ) 2 cos( 
Yy 
正确 , 只 要 角 由 满足 条 件 : 
(eos 字 一 cos2 > 起. (74. 5) 
画 数 va 以 及 场 | 


walr, P) =Va(7,P— Po) 二 a(7; P+ po) 
与 7 的 相依 关系 ， 由 因子 e*"/M7 给 出 ， 也 即 是 这 场 具 有 仿佛 由 
横 边 煌 所 发 射 的 柱 形 波 的 性 质 。 
上 壕 形 式 的 (74. 1) 一 (74. 5) 式 , 当 角 ?7 和 yo 取 任 何 值 都 正确 。 
为 衣 确 起 见 ,对 这 些 公 式 的 进一步 讨论 , 我 们 将 假定 7 和 po (7 二 
之 zr 十 qo) 的 关系 为 。 从 几何 观点 看 来 ， 这 种 关系 导 至 形成 两 个 边 
， 界 : 全 影 的 边界 05( 图 33 上 的 矿区 ) 和 从 表面 04 所 反射 的 波 的 - 
“ 噶 影 ”的 边界 Oaa。 
在 区 域 万 了 政商 , 夯 数 
Wokyy 9) 一 00(7; 9 一 9o) 于 oo(r,p 十 go) 
具有 下 列 形状 : 
在 区 域 了 办 ， Wo= eisreste-e) Fe-ibreos( pte), 
在 区 域 Hi 记 ; ， al = e 一 证 rcos(9 一 ro， 《74. 6) 
在 区 域 征 内 ，wo=0. 
这 些 式 子 当 hr 一 oo 时 不 为 雳 , 它们 描写 没有 受到 衔 射 畸变 的 大 身 
波 (在 区 域 五 内 ) 或 者 入 射 波 和 反射 波 的 集合 (在 区 域 1 内 )。 衍 射 


@ 在 图 383 上 ， p< 如 果 go> 地 则 边界 Oa 在 大 射 波 万 向 的 右 便 。 
瘦 Y<r 士 pe tt, 全 影 区 域 --… 裔 不 在 在, 而 反射 (一 次 或 多 次 的 ) 发 生 于 株 的 两 便 。 
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引起 的 场 畸 变 由 (74. 4) 式 给 出 ， 但 条 件 (74. 5) 当 由 太 接近 于 关 和 
由 一 7 之 差 不 青 小 于 1/MVE7 时 ,已 不 再 正确 。 

由 二 7 相应 于 “ 障 影 ”的 几何 边界 ; 当 册 =9p 一 pq 时 ， 这 是 全 影 
的 边界 , 而 当 小 =9 十 po 时 ， 为 反射 波 的 影 的 边界 。 在 这 些 值 的 紧 
邻近 , 必须 应 用 另 一 渐 近 式 , 它 的 正确 性 只 要 求 满足 不 等 式 : | 一 
一 x1 <1。 这 一 条 件 和 条 件 £7 汐 1 一 起 ， 正 好 保证 了 通常 的 菲 温 
耳 近 似 衍 射 理 葵 可 以 应 用 @。 与 此 相应 , 在 全 影 边界 05 附近 , 我 们 
得 到 下 列 的 渐 近 式 : 








区 人 
-一 pp 一 ?和 rcos(9 一 po) 一 tn 
u(r, 9) 一 6 人 | em dy, 
(74. 7) 
Ek 
w= — (Pp— po—7) 
类 似 地 , 在 反射 波 的 “上 蜡 影 "的 边界 Oa 附近 , 有 
46(7， 9) 2 e 一 ?7cos(9 一 ?oa) 名 让 e 一 这 reostge +ea) se 
人 210 四 
| e™ dn, 


| 人 本 汪汪 (74. 8) 
oo 一 oo 
在 这 种 近似 下 , 衔 射 图 样 与 让 的 偏振 方向 和 栅 的 开 度 角 无 关 。 
(74. 4) 和 (74. 7)， (74. 8) 式 的 应 用 区 域 有 一 部 分 是 重 又 的, 例 
如, 在 全 影 边界 附近 , 共同 的 适用 区 域 自 下 列 不 等 式 痊 出 : 
z 1> 19-9o—7l> iz 
而 且 在 这 区 域内 ， 





E Cs 
ur,9) 一 wo (7, 9) + Cs a C1 


V2nEr 


@ 参天 “ 场 论 ”第 二 版 ，$ 60。 


$ 75. 在 面 光 屏 上 的 入 射 。 - 495 
wo 从 (74. 6) 式 得 出 。 当 lol 大 时 ， 这 个 表达 式 可 以 从 (74. 7) 式 由 
应 用 菲 涅 耳 积 分 的 熟知 的 渐 近 公式 而 得 到 |: 





earDY T+ 当 w>0， 
和 1 
| erar = et 当 wo0, 





$75。 平面 光 屏 上 的 衍射 
在 咎 平面 上 衍射 的 特殊 情况 下 (这 相应 于 y=2r)， 枢 衍射 的 
精密 公式 (74. 2) 可 以 化 为 比较 简单 的 形式 D。 即 是 (74. 2) 内 的 复 
数 积分 可 以 化 为 菲 涅 耳 积分 





v7, WD (kr cosyt+3) | Ci dn, 


区 vy (75. 1) 
w =V2krcoss- 
这 个 公式 当 和 冰 为 任何 值 时 都 正确 。 若 zz 一 1 和 人 SE 
则 适合 下 面 的 渐 近 式 : 


a i(k +3) 1T 
oem 一 一 “ 2 BRr cosCY/3)， 
[公式 (74.4), 令 其 中 Y=27r]® 
应 用 (75. 2) 式 ， 可 以 在 到 合 形式 下 得 到 任何 形状 的 理想 导电 
平面 光 屏 上 衍射 冉 题 的 解 。 这 时 只 须 假 定 光 屏 的 线 度 和 至 光 屏 的 
距离 大 于 波长 , 而 衍射 角 不 大 小 (而 且 这 区 域 和 适用 通常 的 菲 涅 耳 
@ ”参天 421 页 底 注 所 指出 的 文献 。 
名 ”0.B. 范 拓 库 罗 失 ( 汪 9TB，26, 3, 1954) 得 到 了 电磁 波 在 和 平面 上 衍射 的 三 
- 几 问 题 的 精密 解 , 电磁 波 是 由 离 什 侍 面 边 移 有 限 工 高 处 的 任意 取 往 的 电 借 极 于 和 磁 介 
极 于 发 射出 来 的 。 


(75. 2) 
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公式 的 小 角 许 区域 重 寿 )。 这 车 果 可 以 表示 为 对 光 屏 边缘 的 积分 
类 似 于 在 通常 的 近似 理论 @ 中 衍射 场 可 以 表示 为 对 这 样 一 个 表面 
的 积分 ， 这 表面 遮蔽 着 光 屏 的 小 孔 。 我 们 在 这 里 不 去 进行 这 种 
计算 。 

在 理想 导电 平面 光 屏 的 精密 衍射 理喻 中 ， 可 以 提出 一 个 定理 
(由 LI. HH. 曼 捷 耳 希 塔 姆 和 M. A. 列 昂 托 厅 奇 提出 ), 它 在 某 种 意义 
上 类 似 于 近似 衍射 理 蓓 中 的 巴 比 涅 (Babinet 切 定理 。 

我 们 来 研究 具有 一 任意 形状 的 小 孔 的 平面 光 屏 ; 选择 光 屏 的 
平面 为 z=0 的 平面 , 并且 假设 电磁 波 从 z 二 0 的 一 侧 射 人 。 设 Eo， 
Ho 为 大 射 波 与 光 屏 上 的 反射 波 (仿佛 小 孔 不 存在 ) 的 合 场 ; 我 们 识 
想 场 延续 到 光 屏 的 另 一 侧 (>0)。 因 为 当 z=0 时 有 s=0, Bt 一 0 
(由 于 理想 导电 平面 上 的 边界 条 件 ), 因而 当 :>0 和 z 一 0 时 的 E， 
Ho 值 的 关系 为 

Eos(%, y, 2) 一 百 os(2oy y, — 2)» Eos(x, y, 2) 一 — Eot(z, y, — 2), 
(75. 3) 
Hos(%, yy z) 0 Hoz(z, 7V; 一 2)， Hos(%, y, %) =Hos(%, 2 一 2). 

其 次 , 设 EH' 为 在 场 Eo, Ho 内 放 入 平面 板 而 得 到 的 场 , 平 
面板 的 形状 , 大 小 和 位 置 与 屏 上 的 小 孔 相 合 , 而 且 磁 极 化 率 为 几 == 
= -=。 于 是 屏 上 小 孔 衍射 问题 的 解 由 下 列表 达 式 答 出 : 

E= 计 (Eot+E)，H= 记 QIo+H')， 当 z<0， 





(75. 4) 
EE 地 (Eo— E’), 下 一 六 (Ho 一 HD， 当 2>0. 


为 了 证 明 这 一 论断 , 我 们 注意 到 , 场 EH' 的 对 称 性 [由 (75. 3) 


式 表示 ] 和 场 Eo, Ho 的 相同 。 所 以 在 z=0 平面 上 ， 它 满足 条 件 : 
E'=0, Hz=0, 在 小 孔 外 ， 
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EH 一 H,， 在 小 孔 上 ， 
下 角 标 1 和 2 相应 于 z 一 士 0。 此 外 , 它 满足 条 件 : 
本 二 0， -HU, 一 0， 在 小 孔 上 ， 

因为 k= 的 物体 面 上 的 边界 条 件 和 理想 导电 〈s= ce) 面 上 的 边 
界 条 件 成 倒 易 关 系 ( 指 以 H, 下 代 换 E, 和 而 普 )。 由 此 看 出 ， 场 
(75. 4) 满 足 小 孔 外 光 屏 面 (z 一 一 0) 上 的 必要 条 件 Et=0，Hs 一 0, 
并 且 在 小 孔 上 是 连续 的 。 最 后 ， 因 为 场 E,H’ 在 无 穷 远 处 趋 近 于 
Eu; Ho 因而 场 (75. 4) 当 z 一 一 ce 时 趋 近 于 Eoy Ho, 而 x 一 十 cc 时 趋 
近 于 震 。 因 此 它 满足 衍射 间 题 的 双 部 条 件 , 至 此 定理 已 完全 证 明 。 

由 此 可 见 ， 在 二 的 光 屏 的 小 孔 上 的 衍射 问题 等 价 于 k= 
一 cc 的 互补 光 屏 上 的 衍射 问题 。 


例 题 


1. 设 单 色 平 面 波 疏 直 入 射 到 理想 导电 光 屏 上 宽 为 24 的 狭 链 上 ， 这 宽容 
大 于 波长 。 试 求 在 大 的 衙 射 角 下 在 狭 甸 后 很 远 处 光 强 庶 的 分 布 。 

解 ， 当 ae 六 和 时 ， 效 鱼 后 的 衍射 场 可 以 看 成 由 狭 攻 两 边缘 上 的 独立 衍射 ， 
所 产生 的 场 一 加 而 成 , 并 且 可 利用 
渐 近 式 (75.42) 求 出 。 当 狼 链 两 边 
入 至 观察 点 的 距离 4P==ri 和 BP 
二 72《 图 35) 大 于 a 时 ， 则 在 因子 
eikr, 和 era 内 ， 可 以 兮 

7 一 7 一 CSimXy72 一 7 十 CSinxy 

在 其 他 各 点 处 , 我 们 假定 71 尘 
兰 rzScy) 而 A4P.0P.BP 和 2 轴 的 
夹 角 等 于 同一 衙 射 角 X。 








结果 我 们 得 到 
- 贸 35 
人 (ka sinX) 1 ;cos Ca Ei 
AM Orkr 


Sin 2 eos 
2 | 2 
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由 此 得 到 在 角 dx 内 兴 射 的 光 强度 (相对 于 大 射 到 狭 链 十 的 光 的 总 强度 ) 为 


. 2 . 2 1 本 2 
dl= | +| see sn | la = 





4ar Si xX 
n 2 _ Cos 2 
l 3 | 
-| Co sinX) eos X 十 1 dx. 
入 ka sinx 


| geaeos 六 | ' | 


当 x 小 时 , 这 公式 变 成 狭 链 上 的 夫 琅 和 费 衍 射 公式 : 
dre 1 sin?*(kax) 


aXx. 
ka X2 


2. 融 平 面 波 入 射 到 有 一 圆 孔 的 理想 导电 平面 上 ， 图 孔 的 征 径 a 小 于 波 
长 。 试 求 通过 贺 孔 的 衍射 光 的 强度 ( 瑞 利 , 1897)。 

解 ， 按照 正文 内 所 述 ， 这 问题 可 以 化 为 x= ~ 的 圆 薄 片上 的 衍射 问题 ， 
但 因为 sx， 因此 , 我 们 得 到 的 是 微粒 上 的 散射 问题 。 按 照 §572， 要 求 出 达 
种 散射 半 题 的 解 ， 必 须 求 出 贺 盘 上 的 静电 极 化 率 和 静 磁 极 化 率 。 场 Eo 垂直 
于 圆 盘 面 ， 而 边界 条 件 B=0 在 形式 上 和 静电 学 中 =0 的 物体 面 上 的 边界 
条 件 相 同 。 但 场 He 平行 于 图 盘 ， 而 边界 条 件 Hi 相应 于 “=c 的 静 磁 学 间 
题 。 因 此 圆 盘 的 电 扎 和 磁 矩 为 ( 参 因 8$ 4 例题 上 和 8$42 的 例题 ) 


4r3 
2 一 一 =—Eo, 二 二 
TT 二 条 


在 过 渡 到 图 孔 上 的 衍射 问题 时 , 按照 公式 (75. 4)， 必须 将 这 些 式 子 乘 上 去 ， 然 
后 代 估 散射 公式 (72. 1) 内 。 
这 样 一 来 , 在 立体 角 do 内 的 自身 光 的 强度 为 中 


ec 人 


daT= 了 亲生 (CaEo] 一 2CnUHon])2do= 





心 


a }ao. 


对 全 球面 进行 积分 , 得 到 衍射 光 的 总 强度 等 于 


C 4uwsr6 2 
了 一 五 了 7 DFC Bo +4776). 


ee 
不 带 下 角 标 的 字母 指 入 射流 场 而 言 )。 我 们 区 分 大 射 波 的 两 种 偏振 情况 : 





@ 假定 略 去 了 因 了 于 eTi"t, 寺 是 忆 和 王 为 实数 。 
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a) 天 墓 波 的 矢量 E 垂直 于 人 射 平面 (zz 平面 )， 也 如 是 与 光 异 面 (zy 至 
面 ) 平 行 。 光 屏 面 上 入 射 波 场 和 反射 波 场 之 和 为 
Eo=0, Hor=2Hceosa=2Ecosa 
《ca 为 入 射 角 )。 由 此 得 到 


16aSw4 
9T2C4 


式 中 从 为 衍射 方向 与 光 屏 法 线 方 向 〈* 轴 ) 之 关 的 夹 角 , 而 9 为 矢量 n 相 
对 于 大 射 面 的 方位 角 。 总 截面 为 
64a6w4 
I 一 DT 
b) 类 量 祷 在 入 射 于 而 1 内 。 于 是 
Eo= Eos= —2E sina, Ho=Hoy=2H =2E. 


do 一 





cos?a(1— i 


GoOS 20L 











0 
2 J 4 a sin?2# (cos? zp 十 二 sinz Qa)— sint sinc cosy}do, 
总 截面 为 
64a8w4 和 sin?@& 
”D7rct 4 
对 于 自然 天 射 兆 ， 





64a- 和 (1 一 Bsin ?a). 
oT D764 


第 十 一 章 ， 各 向 映 性 媒质 内 的 电磁 波 


8$ 76， 昌 体 的 介 电 常 数 


各 向 异性 媒质 相对 于 电磁 波 的 性 质 , 由 张 量 sipg(w) 和 His(w) - 
定 出 , 这 两 个 张 量 给 出 感应 强度 和 场 强度 之 间 的 关系 为 ? 
Di;= 8ip(w) Er, Bi;= ip ®) HE. : 
下 面 为 明确 起见 , 我 们 来 研究 电场 和 张 量 sp; 所 得 到 的 全 部 和 结果 
也 完全 适用 于 张 量 jwip。 
当 w 一 0 时 , sik 趋 近 干 其 静态 值 ， 在 $ 13 内 甬 绝 证 明 它 它们 对 
下 角 标 i 和 是 对 称 的 。 这 种 证 明 纯粹 是 热力 学 性 质 的 ， 因 而 只 
适用 于 热力 学 平衡 态 。 在 交 变 场 内 , 物质 的 状态 当然 不 是 平衡 态 ， 
. 因而 上 述 的 证 明 不 能 应 用 。 为 了 说 明 张 量 six 的 性 质 , 我 们 现在 必 
须 应 用 推广 的 动力 系数 对 称 原理 ( 8§ 88)。 
容易 看 田 , 张 量 si 的 分 量 包括 在 388 内 出 现 的 ous 的 普通 
证 学 下 5 i 
给 出 : 
人 信守 aD dy. (76. 1) 


与 公式 (88. 6) 比较, 我们 将 看 到 , 如 果 选 择 物 体 每 一 点 处 的 矢量 EE 
的 分 量 为 量 zc 则 相应 的 量 fo 将 是 天 量 D 的 分 量 (下角 标 a 取 一 
系列 的 连续 值 ， 标记 着 矢量 分 量 和 物体 上 的 点 )。 这 时 系数 aae 为 
张 量 s 讨 的 分 量 。 逆 张 量 (s 六 7 和 张 量 (sixz) 的 对 称 性 质 当然 是 相 
辐 的 。 


@@” 我 们 吸 住 , 全 部 量 都 是 指 波 内 的 交 变 场 而 时 ; 可 能 出 现 的 恒定 感应 强度 (在 
压 电 或 铁 磁 品 体内 ) 与 这 里 所 讨论 的 间 题 没有 关系 。 
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我 们 注意 到 ， 在 同一 定义 下 还 包括 整个 物体 的 极 化 率 张 量 的 
分 量 , 也 即 是 下 列 等 式 内 的 系数 : 


HD, = Vaiper. 
实际 上 , 带 和 人 外交 变 场 多 内 的 物体 的 能 量变 化 率 由 下 列 公式 得 出 
: a€ 
更 (76. 2) 


由 此 看 出 , 若 量 ze 是 张 量 络 的 三 个 分 量 ， 则 相应 的 量 fo 为 矢量 多 

的 分 量 , 于 是 系数 cas。 和 csx 相等 。 
这 样 一 来 ， 我 们 可 以 应 用 $ 88 内 所 得 到 的 由 (88. 12) 式 所 表 
示 的 动力 系数 的 广义 对 称 原理 , 芽 得 到 车 其 为 : 张 量 siz 是 对 称 的 : 
Si 一 Bi 《76. 3) 

这 时 我 们 假定 物体 不 在 外 磁场 内 DP。 ”7 
对 各 向 异性 情况 , 重复 8 61 内 对 (61. 4) 式 的 推导 过 程 ， 我 们 

得 到 电能 损失 由 下 式 给 出 : 
3 Br Sih gn) EB. ; (76. 4) 


吸收 不 存在 的 条 件 是 -sa 也有 是 和 和 疝 同人 全 样 ， 
sik 必须 为 实数 。 

当 吸 收 不 存在 时 ， 如 在 $ 61 中 所 见 到 的 ， 可 以 求 出 物体 单位 
体积 的 内 电磁 能 。 对 各 向 异性 媒质 重复 《61 9) 式 的 推导 ， 我 们 得 
到 类 似 的 公式 : 


1 ; 
= 本 (we8ip) Br Bo 《76. 5) 


在 $67 内 便 引 进 了 “表面 阻抗 这 一 概念 , 利用 它 , 当 介 电 篆 
数 的 构 念 失去 意义 时 ， 也 可 以 表述 出 金属 面 上 的 边界 条 件 。 在 各 
; 四 守 性 多 人 表 四 边界 条 件 类 似 于 (67. 6) 式 , 必须 写成 
Eo = Casl Hn js, (76. 6) 











四 ”存在 外 磁场 时 的 张 最 Eix 的 性 质 , 将 在 $ 82 内 研究 。 
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式 中 《us(o) 为 物体 表面 上 的 二 维 张 量 。 应 计 注 意 到 ， 这 张 量 的 数 
值 也 与 晶 面 的 晶体 学 取向 有 关 。 

流入 物体 内 部 的 能 遂 量 为 


1 6 2 
了 [ES n = 47 ELHn] = 4B Hnj 


( 式 中 正和 下 为 实数 )。 由 此 看 出 若 应 用 动力 系数 对 称 原理 时 选 

择 分 量 ,为 量 ze， 则 相应 的 量 fo 将 是 一 [HnJ。， 也 即 是 量 fo 将 

是 一 (Ci/o)[Hn]。( 回 到 复数 表示 )。 因 此 , 系数 ace 除了 一 个 因子 
外 , 和 系数 Las 相等 , 于 是 我 们 得 到 车 其 为 

本 Cap = Cpa (76. 7) 

这 时 不 存在 外 磁场 。 . 


和 


例 站 

试 将 强 量 us 的 分 量 用 张 量 as 三 sz 的 分 量 来 表示 (假定 后 者 存在 ); 物 
体 是 非 磁 性 的 (uiz = 5ix)。 

解 . 在 各 向 异性 媒质 内, 等 式 (67. 2)72 = 开 /E 必 须 用 正式 来 代 巷 : 


tort 7y8 一 Map 


写成 分 量 中 : 
ttti2t2= 7 《和 2 十 gzfozi 一 22 
(1 十 az) 一 2 Ya2i(tai 十 :22) 一 2721。 
这 些 方程 的 解 为 


412 = -型 ， fal-E 


1 ee 1 /一 一 一 一 一 一 
$11 = 三 [wu 土 V ?3t1722 一 oj2721]， $22 二 EE [wz2 士 11722 — 12723] 


(£2 = 911 十 922 士 2 13922 — 7112921) 


正 负 号 的 选择 决定 于 能 量 的 吸收 必须 为 正 的 条 件 。 


@ 我们 没有 假定 faz= ft 这 样 一 来 , 也 可 以 考虑 到 外 磁场 出 现 的 情况 。 
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8 77. 各 向 异性 媒质 内 的 平面 波 
研究 各 向 异性 物体 晶体 一 一 的 光学 学 时 ， 我们 只 限于 研究 
一 种 最 重要 的 情况 , 即 在 给 定 的 频率 区 域内 , 可 以 假定 媒质 是 非 磁 
性 的 和 透明 的 。 王 是 电场 强度 和 磁场 强度 与 其 感应 强度 之 间 的 关 
系 为 





D;=sipEy, B=H, DT 
而 且 介 电 张 量 si 的 全 部 分 量 都 是 实数 , 而 这 张 量 的 主 什 为 正 的 。 
单 色 波 场 的 麦克 斯 韦 方 程 为 
. iwoH=0 rot E, ioD= ~ crot H. 《77. 2) 
对 在 下 明 媒 质 志 传播 的 平面 波 , 全 部 量 都 与 ex" 成 正比 ,其 中 攻 为 
实数 波 和 关 量 。 对 坐标 求 微分 后 , 我 们 得 到 
~H=[kE], ~D=—[kHI]. (77. 3) 


由 此 首先 看 出 , k, D 和 五 这 个 矢量 是 相互 垂直 的 。 此 外 , 舌 
量 五 与 矢量 匡 垂 直 。 因 为 矢量 丰 Ei 同时 与 三 个 矢量 D, E, k 垂直 ， 
因而 这 些 矢 量 都 在 一 个 平面 
内 。 图 36 表示 这 三 个 矢量 
的 相互 位 置 。 相 对 于 波 矢量 
的 方向 而 首 ,D 和 了 HH 是 横向 
的 , 但 EE 不 是 横向 的 。 图 36 
还 指出 了 波 夫 的 能 通 量 S 的 
方向 ， 这 方向 决定 于 矢 积 图 36 
[EH], 也 即 是 它 垂 直 于 刁 和 了 。 与 各 向 国 性 媒质 内 的 波 不 同 , 在 
这 里 能 通 量 的 方向 不 与 波 矢 量 方向 相同 。 由 此 可 见 ， 矢 量 S 与 矢 
量 EE, D, k 是 共 平 面 的 ， 苦 且 和 矢量 组 成 的 角度 等 于 五 和 了 D 加 
的 夹 角 。 
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我 们 从 矢量 kK 的 移 对 值 中 分 出 因子 记 , 并 写 为 
k 一 一 D， 。 (77. 4) 


在 各 向 异性 媒质 内 , 这 样 所 定义 的 矢量 n 的 绚 对 值 , 与 它 的 方向 有 
关 ; 这 与 各 向 同性 媒质 不 同 ,其中 ”一 s 只 依赖 于 频率 了 ,利用 
(77. 4) 的 符号 , 基本 公式 (77. 3) 可 以 写 为 | 


H=[nE], D=—[nH|. (77. 5) 
我 们 再 写 出 平面 波 内 能 通 量 矢量 的 表达 式 : 
S- 在 IEED- 让 om- ey (77. 6) 
(在 这 公式 内 玉 和 了 H 均 为 实数 )。 


”到 此 为 止 , 我们 还 未 利用 含有 物质 常数 eiw 的 关系 式 (77. 1)， 
精 合 利用 这 个 关系 式 与 (77. 5) 式 , 就 可 以 求 出 画 数 o(k)。 
将 (77. 5) 式 的 第 一 式 代入 第 二 式 , 我 们 得 到  - 
D=[n[En]]l=7E— n(nE), (77. 7) 
如 果 根 据 (77. 1) 式 , 售 这 矢量 的 分 量 等 于 sipBn, 则 对 于 矢量 已 的 
三 个 分 量 , 我 们 得 到 三 个 线性 齐 次 方程 : 


_ 


2 二 二 
WE;,—ninpEy = Eippy 


或 者 a 
(8ip — ninp— Sikg) Br = 0. (77. 8) 
这 些 方 程 联 立 的 条 件 , 需要 由 它们 的 系数 所 租 成 的 行列 式 变 为 震 : 
| \n28ip— ninp— 8ig! =0. (77. 9) 


选用 张 量 si 的 主轴 (为 此 称 为 主 介 电 轴 ) 作 为 第 卡 儿 坐 标 轴 
x y，z， 这 个 行列 式 就 可 以 方便 地 实际 计算 出 来 。 张 量 的 主 值 以 
a'” 8 8 表示， 由 简单 的 计算 得 到 下 列 方程 : 


9 量 7% 在 这 里 也 仍 称 为 “折射 率 ”， 虽 然 它 现在 与 折射 定律 的 关系 不 如 各 向 同 
性 物体 内 那样 简单 。 
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ni(s'sn2t ev nyt en) — [ne (er) 十 SG) -十 
十 72 se te 7)+n2 s‘2(8' + ees) + eeY e's =:0. 
时 (77. 10) 
我 们 注意 到 , 高 次 项 (ni 的 大 次 项 ) 在 行列 式 展 开 后 已 被 相互 消去 ; 
这 种 情况 当然 不 是 偶然 的 ， 这 归根 到 感 是 因为 波 只 有 两 个 独立 偏 
振 方 向 , 而 不 是 三 个 独立 偏振 方向 。 
方程 (77. 10) 称 为 非 涅 耳 方 程 ， 是 晶体 光学 的 基本 方程 之 一 。 
它 非 显 式 地 确定 色散 定律 , 也 即 是 频率 与 波 矢量 问 的 关 条 [应 该 记 
住 ， es 的 主 值 是 频率 的 画 数 ， 而 在 某 些 情况 下 ( 参 并 $79)， 张 量 
si 的 主轴 方向 也 是 如 此 ]。 但 是 通常 在 研究 单 色 波 时 ， 频率 以 及 
全 部 的 s5 都 是 给 定 的 常数 , 于 是 方程 (77. 10) 给 出 波 矢量 的 息 对 
值 为 其 方向 的 画 数 。 当 n 的 方向 给 定时 ，(77. 10) 式 为 2 的 二 次 
方程 , 其 系数 为 实数 。 因 此 在 普 逼 情况 下 ,相应 于 mn 的 每 一 方向 ， 
波 矢量 有 二 个 不 同 的 绝对 值 。 
(97.10) 式 (条 数 se 为 常数 ) 在 ns，ny,， nz 坐标 系 内 定 出 一 个 
表面 一 一 “ 波 欠 量 面 *?。 在 普 下 情况 下 , 这 是 一 个 四 次 面 , 我 们 将 
在 下 一 节 内 进行 详 组 的 研究 。 这 里 我 们 只 是 指出 它 的 一 些 重要 的 
普 到 性 质 。 
首先 , 我 们 再 引 大 表征 在 各 向 异性 媒质 内 传播 的 光 的 一 个 量 。 
光线 的 方向 (在 儿 何 光 学 内 ) 由 群 速 度 矢 量 2 决定 。 在 各 向 同性 
媒质 内 , 这 个 矢量 的 方向 常常 和 波 矢量 方向 相合 ; 但 在 各 向 异性 媒 
质 内 ,一 般 襄 来 大 不 是 如 此 。 为 了 表征 光线 的 特征 , 我 们 引入 矢量 - 


s, 它 的 方向 和 和 群 速度 方向 相同 , 但 共 筷 对 值 由 下 式 得 出 :. 
ns -- 工 . (77. 11) 





”四 在 女 献 内 , 通常 条 用 一 个 不 很 方便 的 构 念 一 “法 神 面 ?”( 或 “指数 面 ”)， 当 在 
短 一 方 疝 所 项 的 税 避 不 是 等 于 7 而 是 等 于 它 的 倒数 十 就 得 到 这 概念 。 
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我 们 称 s 为 先 缕 矢量 。 这 个 量 的 意义 说 明 如 下 。 

我 们 来 研究 从 某 一 中 心 向 各 方向 传播 的 一 束 光 缠 ( 其 频率 相 
同 )。 在 光线 的 每 一 点 处 光 程 画 数 由 (除去 因子 w/c 外 , 它 与 波 相 


相同 , 参阅 8 65) 的 数值 由 沿 光线 方向 所 取 的 积分 | 如 给 出 。 引 太 
确定 光线 方向 的 矢量 s 后 , 我 们 可 以 写 为 
v= [na= [= (Es 

在 均匀 媒质 内 , s 沿 光 线 方 向 不 变 , 因而 沙 =L5/s, 式 中 工 为 所 研究 
的 一 段 光线 的 长 度 。 由 此 看 出 ， 如 果 从 光束 中 心 向 每 一 牢 径 方向 
取 一 线段 等 于 s (或 与 s 成 正比 )， 则 我 们 得 到 一 个 面 , 在 这 面 的 每 
一 点 上 , 光线 是 同 相 的 。 这 个 面 称 为 射线 面 。 

这 样 引入 的 波 矢量 面 和 射 辜 面 成 为 奇异 的 “二 象 ? 关 系 。 我 们 
把 波 矢量 面 的 方程 写 为 f(ks, by, Ks, wo) =0。 于 是 群 速 度 矢 量 的 分 
量 为 








of 
站 过 -5 | (77. 12) 
Do 


也 即 是 与 导数 3f/34; 成 正比 ， 或 者 同样 地 与 导数 3f/am 成 正比 
(因为 取 这 导数 时 w 为 常数 )。 因 此 射线 矢量 的 分 量 也 与 -2 三 a 成 正 
比 9。 但 矢量 久生 直 于 表面 1=0。 由 此 可 见 ， ee 
为 :n 取 给 定 值 的 波 的 射线 矢量 方向 , 为 波 矢 量 面 上 相应 点 处 的 法 


DD 将 C77.10) 式 的 左 侧 对 ni 求 逢 分 ， 并 求 出 si 和 9f/9ni 因 的 比例 系数 后 ， 从 
条 件 mns=1, 我 们 得 到 矢量 s 和 n 阅 的 关系 为 
ED EDLE RD))— 2E on2 -- (ET)+ En 一 《ECZ) 十 它 (2))992 
2E(2E0)E(C 一 ?2132ECD(ECD 二 EC) 一 722EC2(ECZ) 十 EC0) 一 02EC2(EC2D 十 EC 
《77. 12a) 


gr 一 


对 sy 和 sz, 有 相似 的 式 于 。 
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线 方 向 。 

容易 看 出 , 倒 过 来 的 设法 也 是 正确 的 : 射线 面 的 法 线 方 向 给 出 
相应 的 波 矢量 的 方向 。 实 际 上 , s 与 波 矢 量 面 垂直 , 可 用 下 列 关系 
式 表 示 : 

s sn 一 0， 
式 中 in 为 n 的 无 穷 小 变化 (保持 为 给 定 )， 也 即 是 波 矢量 面 上 
的 无 穷 小 位 移 矢 量 。 但 是 对 等 式 ns 二 1 求 微 分 (也 保持 为 给 定 )， 
我 们 得 到 nas+s in=0, 由 此 看 出 
n 8S 一 (0) 
因此 证 明了 上 述 的 设法 。 

上 述 的 n 面 与 s 面 问 的 关系 , 还 可 以 进一步 精确 化 。 设 m6 为 
波 矢量 面 上 某 一 点 的 中 径 矢 量 ,而 so 为 与 它 相应 的 射线 矢量 。 我 
” 们 写 出 (在 nz,7y,%z 坐标 内 ) 这 一 点 处 的 切 向 平面 方程 为 

全 一 0， 
这 表示 se 与 这 面 上 的 任 一 矢量 n 一 no 垂直 。 因 此 so 和 ne 的 关系 
式 为 sono 一 1 因而 这 个 方程 可 以 写 为 。 
son 一 1 . (77. 13) 
由 此 看 出 , 1/so 是 从 坐标 原点 至 波 矢量 面 b ne 点 处 的 切 向 平面 的 
垂直 线 长 度 。 

反 过 来 ， 如 果 在 射线 面 的 某 一 点 so 处 作 一 切 向 平面 则 从 坐 
标 原 点 至 这 切 向 平面 的 垂直 线 长 度 等 于 1/nao。 

我 们 现在 来 说 明 射线 矢量 相对 于 波 内 场 强 矢 量 的 位 置 。 为 此 
我 们 注意 到 ， 群 速度 方向 总 是 和 平均 (对 时 间 平 均 ) 能 通 量 矢量 方 
向 相合 。 实 际 上 , 我 们 来 研究 在 空间 某 一 小 区 域内 的 波 包 。 显 然 ， 
当 波 包 移动 时 , 集中 在 波 包 内 的 能 量 必 须 与 波 包 一 起 移动 , 而 这 表 
.明了 能 通 量 的 方向 与 波 包 渤 度 的 方向 相合 ， 也 即 是 群 速度 的 方向 
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因为 坡 印 廷 矢量 与 与 HH 和 EE 重 直 ,因而 我 们 得 到 精 花 ， 这 对 于 
矢量 s 也 是 一 样 的 : 


sH=0, sE=0. . . ~ (77. 14) 
”利用 公式 (77. 5)，(77. 11) 和 (77. 14)， 由 直接 娃 算 得 到 关系 却 为 
H=[sD], E= 一 [sH]. (77. 15) 


例如 ， 

[sH]={sLnE]]~n(sE)— E(ns)= 一 五 . 
. 如 果 将 (C77. 15) 式 与 《77.5) 式 比 较 ， 我 们 看 到 ， 利 用 下 面 的 
代 换 : 
D 代 换 E,E 代 换 D, s 代 换 nm si 代 换 sip， ， 《77. 16) 
可 以 从 其 中 一 式 得 到 另 一 式 (当然 关系 式 ns 二 1 不 遭 到 破坏 )。 引 
久 上 面 最 后 一 个 代 换 ， 是 为 了 使 D 与 的 关系 式 477.1) 仍然 有 
效 。 这 样 一 来 ,可 以 提出 下 面 一 个 对 各 种 计算 非常 有 用 的 规则 : 如 
果 某 一 方程 对 上 述 的 一 组 量 正确 , 则 由 (77. 16) 的 代 换 ,可 以 得 到 

对 另 一 组 量 正确 的 类 似 方程 。 
特别 是 , “把 这 一 规则 应 用 到 (77. 10) 式 上 ， 可 立即 得 到 矢量 s 


@ 由 数学 方法 容易 下 怠 , 群 这 度 的 方向 与 坡 印 延 矢 量 的 方向 相合 。 对 (77:5) 式 
求 微分 (保持 不 变 ), 我 们 得到 
sD='5H.nl+[Hn], 5H=[(n6E]+Lin.E). 
用 五 标 乘 第 一 式 ，H 标 采 第 二 式 : 
EsD = HH[EH]in， JIH5H= DiE+[EH]J5n. 
但 D5E= Ex 到 55 一 至 5 了 PD; 因此 将 两 式 相 加 后 , 我 们 得 到 
[EH]sn=0, 
也 部 是 笑 量 [EH] 垂 直 于 波 矢 量 面 , 这 就 是 所 要 证 明 的 。 

这 样 得 到 的 结果 也 指 能 通 量 的 瞬时 念 ， 而 不 仅 是 指 孚 均值 。 恰 是 在 上 述 证 明 中 ， 
主要 是 利用 了 强 量 Etx 的 对 称 性 。 因 此 , 在 这 种 形式 下 , 对 Eix 为 非 对 称 性 的 媒质 ( 旋 
性 媒质 , 参 并 3 82), 这 灶 果 不 再 是 正确 的 。 这 种 说 法 对 坡 印 迁 矢量 的 平均 值 岂 仍然 正 
确 。 
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的 类 似 方 程 : 


82(8'9)8%82 本 8'7)8(% 82 下 ssG082 ) [ s2 《sc 十 8.7)) 诗 : 
十 839(8” 二 83) 十 s2 (8 十 8)] 十 1 二 0. (77. 17) 


由 这 一 方程 可 求 出 射线 面 的 形状 。 和 波 矢 量 面 一 样 ， 它 也 是 一 个 
四 次 面 。 当 s 的 方向 给 定时 (77. 17) 式 为 s 的 二 次 方程 , 它 在 普 
所 情况 下 有 二 个 不 同 的 实 根 。 由 此 可 哟 , 在 晶体 内 , 每 一 方向 可 以 
有 波 矢 量 不 同 的 两 条 射线 传播 。 

我 们 现在 来 研究 在 各 向 异性 媒质 内 传播 的 波 的 偏振 的 圣 征 间 
题 。 推 导出 菲 涅 耳 方 程 的 (77. 8) 式 不 适合 于 这 一 目的 ， 因 为 其 中 
包含 有 场 强 EE， 而 感应 强度 DD 在 波 内 是 横向 的 (对 给 定 的 nn 而 
首 )。 为 了 一 开始 就 计 及 矢量 D 的 横向 性 , 我 们 芹 时 选择 一 个 新 
坐标 系 ， 它 的 一 个 轴 沿 波 矢 量 方向 。 两 个 横向 轴 用 希腊 字母 作 下 
角 标 表示 , 它们 取 的 值 为 上 2。 由 (77. 7) 式 的 横向 分 量 给 出 PD。 
二 m2H; 代入 忆 == 825Ds( 其 中 sz 为 强 量 sz 的 揽 张 量 的 分 量 )， 
于 是 我 们 得 到 Du 一 0 sssDs 一 0, 或 者 


(起 io - ea)Po=0 (77. 18) 


这 两 个 带 有 未 知 量 DD 和 Ds 的 方程 (a= 1 2) 的 联 立 条 件 ， 是 
有 
的 菲 涅 耳 方 程 相同 。 但 是 我 们 现在 看 到 ， 与 这 两 个 盖 值 相对 应 的 
矢量 了 的 方向 指向 二 秩 的 二 区 对 称 张 量 s 动 的 主轴 方向 。 按 照 普 
逼 定理 , 由 此 得 出 , 这 些 矢 量 互 相 垂 直 。 由 此 可 见 ， 在 波 矢 量 方向 
相同 的 两 个 波 两 ， 电 感应 矢量 在 两 个 互相 垂直 的 平面 内 线 仿 
振 化 。 

(77. 18) 式 有 一 个 简单 的 几何 解释 。 我 们 在 x, % z 坐标 系 内 
(重新 化 回 到 主 介 电 轴 ) 作 一 个 相应 于 张 量 s 如 的 张 量 糖 球 , 也 即 
是 作 一 个 表面 : 
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8ik TiTk 一 + + pe 二 1 (77. 19) 


《图 37)。 我 们 侈 这 个 椭 球 与 通过 权 球 中 心 并 与 给 定 的 n 方向 重 
让 的 平面 相 截 。 在 普通 情况 下 , 这 截面 为 一 李 园 ; 


它 的 主轴 长 定 出 % 值 ， 而 它们 的 方向 决定 相应 的 
SA 振动 方向 (矢量 D)。 
从 这 作 图 中 〈 在 s9，s%，s5) 不 相同 的 普通 
了 情况 下 ) 可 以 直接 看 出 , 特别 是 如 果 波 矢量 的 方向 
例如 沿 > 轴 ， 则 了 的 仿 振 方向 将 治 y 轴 和 z 再 
塘 37 方向。 如果 矢量 n 在 一 个 华 标 平面 内 , 例如 在 zy 
平面 内 , 则 者 一 个 偶 振 方向 也 在 该 平面 内 , 而 另 一 个 偏振 方向 与 它 
垂直 。 
射线 矢量 方向 相同 的 两 个 波 的 偏振 有 完全 类 似 的 性 质 。 在 这 
里 代替 感应 强度 D 的 方向 ,我们 必须 考虑 对 s 为 横向 的 矢量 EE 的 
方向 , 同时 对 (77. 18) 式 , 我 们 必须 代 以 类 似 的 方程 


(起 so 一 sop Bs—0. ; C77. 20) 
在 这 种 情况 下 是 利用 张 量 燃 球 : 
SipXiTh— 8 V+ ey eto=1. (77. 21) 


进行 几何 作 图 ， 这 张 量 机 球 与 张 量 aiw 本 身 相 应 ( 称 为 菲 滥 耳 
椭 球 )。 

应 该 着 重 指出 ， 在 各 向 异性 媒质 内 估 播 的 平面 波 , 在 一 定 的 平 
面 内 究 全 是 线 偶 振 的 。 在 这 方面 ,各 向 异性 媒质 的 光学 性 质 , 大 大 
地 不 同 于 各 向 同性 媒质 的 性 质 。 在 各 向 同性 媒质 内 传播 的 平面 
波 ,在 普 融 情况 下 是 椭圆 偏振 的 , 而 且 只 是 在 特殊 情况 下 , 李 加 偏 
振 才 变 成 炙 偏 振 的 。 这 种 重大 的 差别 是 由 于 ， 媒 质 的 完全 各 向 同 
性 情况 在 某 种 意义 上 是 简 关 的 : 两 个 偏振 方向 对 应 于 同一 个 波 矢 
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量 , 而 在 各 向 异性 媒质 内, 在 普 到 情 况 下 有 两 个 不 同 的 波 矢量 ( 方 
向 相同 )。 当 以 同一 的 na 值 传播 时 ,二 个 厂 偏 振 波 并 合 而 成 为 一 椭 
加 偏振 波 。 


8$ 78. 单 轴 晶 体 的 光学 性 质 

蝇 体 的 光学 性 质 首 先 依赖 于 介 电 张 量 si 的 对 称 性 。 从 这 方 
面 看 来 ， 全 部 的 晶体 可 以 分 出 三 类 一 一 立方 的 、 单 轴 的 和 双 轴 的 
‘参阅 § 13)。 

在 立方 系 晶 体内 ，sik=s3iz， 也 即 是 张 量 的 三 个 主 值 相 等 ， 而 
主轴 的 方向 完全 是 任意 的 。 因 此 就 光学 性 质 来 说 ， 立 方 系 晶体 一 
般 说 来 与 各 向 同性 物体 无 差别 。 

单 轴 晶体 包括 蒜 面 系 、 正 方 系 和 六 角 系 。 在 这 种 晶体 内 , 张 世 
sip 有 一 个 主轴 分 别 与 三 次 .四 次 或 六 次 的 对 称 轴 相 合 。 这 轴 在 光 
学 中 称 为 晶体 的 光学 轴 ( 下 面 我 们 选择 这 翰 为 z 轴 , 而 相应 的 张 量 
sj 的 主 值 , 我们 以 sy 表示 之 )。 共 他 两 个 主轴 的 方向 (在 垂直 于 
光学 加 的 平面 内 ) 是 任意 的 ， 耐 相应 的 介 电 张 量 的 主 值 相等 (在 下 
面 把 它们 表示 为 81)。 

如 果 在 菲 浊 耳 方 程 (77. 10) 内 ,人 se?= so 一 ss 一 si， 则 
它 左 侧 的 式 子 分 解 为 二 个 二 次 的 因子 : 

(n2— 81)[8 nn2 eg 
换血 话说, 四 次 方程 分 解 为 两 个 二 次 方程 : 
722 一 EL (78. 1) 


2 | 呈 士 2 一 1。 (78. 2) 
el 61 


这 在 几何 上 表明 : 波 矢量 面 (在 普 双 情况 下 为 四 次 面 ) 分 解 为 两 个 
分 开 的 面 一 一 球面 和 构 球面 。 图 38 所 示 为 这 些 面 的 纵 剂 面 。 这 
里 有 两 种 情况 是 可 能 的 : 车 81 二 84,， 则 球 在 槛 球 外 , 若 se， 一 84, 划 
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图 38 
球 在 栅 球 肉 ， 在 第 一 种 情况 下 , 单 轴 晶体 称 为 负 晶 体 , 而 在 第 二 种 





"情况 下 ， 称 为 正 晶 体 。 这 两 个 面相 切 于 两 点 一 一 ww 轴 上 的 两 个 极 
点 。 换 句 话 襄 ,光学 轴 方 向 只 对 应 于 波 矢量 的 一 个 值 。 
射线 面 有 完全 相似 的 形状。 根据 定 则 (77. 16)， 在 (78. 1) 和 


(78. 2) 内 ,以 s 代 换 nm, 二 代 换 s， 我 们 即 得 到 射线 面 方程 : 
1 
S2 汪 (78. 3) 
8152s 81(s2+s3)=1. : | (78. 4) 
在 正 晶体 内 , 椭 球 在 球 内 ,而 在 负 卓 体内 , 椭 球 在 球 外 。 
于 是 ,我 们 看 到 , 在 单 轴 晶体 内 可 以 传播 两 种 类 型 的 波 。 对 共 " 


中 一 种 波 ( 称 为 寻 当 波 )， 晶体 的 行为 类 似 于 折射 率 为 % 二 V8, 的 各 


oe 它 的 方向 无 关 ， 射 线 
矢量 的 方向 则 和 n 的 方向 相合 

在 第 二 种 流 内 ( 称 为 非常 滤 )， 波 矢量 的 数值 全 加 于 它 和 光学 
贡 所 成 的 夹 角 9。 按照 (78. 2)， 


20 20 
让 一 2 2 二 (78. 5) 


非常 波 的 射线 矢量 方向 和 波 矢 量 方向 不 相合 ， 但 是 在 通过 光学 轴 
的 同一 平面 内 ， 这 个 平面 称 为 mn 的 主 截面 。 裔 这 平面 为 xz 平面 
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一 -一 


们 得 到 射线 矢量 的 方向 为 
Sz EN 
S> EN 


换 名 话说， 对 线 天 量 和 光学 轴 阅 的 夹 角 0 与 9 角形 成 简单 的 
关系 ; 
tg8 = ats0. (78. 6) 


只 对 沿 光学 轴 和 与 光学 轴 垂 直 传 播 的 波 ,n 和 1 的 方向 才 重 合 

寻常 波 和 非常 波 的 偏振 方 向 问题 ， 可 以 很 简单 地 解决 。 为 此 
只 要 注意 到 , 在 每 种 波 内 ， 四 个 矢量 EE,D,s,n 总 是 共 平 面 的 。 在 
非常 波 内 ,s 和 nm 不 在 同一 方向 ， 但 在 同一 主 截面 内 。 因 此 ， 这 种 
波 偏 振 化 时 使 矢量 EE 和 D 与 s 和 mn 位 于 同一 主 截面 内 。 另 一 方面 ， 
n 方向 相同 的 寻常 波 和 非常 波 内 的 矢量 D( 或 者 s 方向 相同 的 矢量 
E) 互 相 垩 直 。 因 此 , 寻常 波 的 偏振 化 使 瑟 和 D 位 于 垂直 于 主 截 而 
的 平面 内 。 

在 光学 轴 方 向 传播 的 波 是 一 种 例外 。 在 这 个 方向 上 ， 寻 常 波 
和 非常 波 之 问 的 差别 消失 , 因而 它们 的 偏振 又 加 起 来 ， 在 普 副 情况 
下 给 出 椭 加 偏振 波 。 

不 射 到 晶体 表面 上 的 平面 波 的 折射 现象 ， 和 在 两 种 各 向 同性 
媒质 交界 面 上 的 折射 现象 大 不 相同 ， 但 折射 定律 和 反射 定律 在 这 
”里 仍 可 以 从 波 矢 量 与 分 界面 相 切 的 切 向 分 量 nt 的 连续 性 条 件 而 
得 到 。 因 此 ， 折 射 波 和 反射 波 的 波 矢 量 都 在 入 射 平面 内 。 但 是 这 
时 在 晶体 内 同时 产生 两 种 不 同 的 折射 波 , 称 为 双 折射 现象 , 它们 相 
应 于 nt 给 定时 由 非 诅 耳 塘 程 所 给 出 的 法 向 分 量 徊 的 两 个 可 能 值 。 
此 外 ， 必 须 记 住 , 所 观察 到 的 射线 传播 方向 , 不 是 由 波 矢 量 而 是 由 
射线 矢量 s 决定 。 它 与 的 方向 不 同 ,而且 在 普 融 情况 下 , 位 于 入 
射 平面 外 。 

在 单 轴 晶 体内 折射 时 产生 寻常 和 非常 折射 波 。 第 一 种 波 完全 
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类 似 于 各 向 异性 物体 内 的 寻常 折射 波 ; 特别 是 , 它 的 射线 矢量 ( 方 
辕 和 波 矢 量 方向 相合 ) 在 人 射 平面 内 。 但 非常 波 的 射线 天 量 方向 ， 
-一般 说 来 ,不 在 人 射 平面 内 。 


a .例题 


1. 践 求 出 光 从 芙 空 内 入 射 到 单 轴 晶体 面 上 折射 时 非常 射线 的 方向 , 晶体 
面 与 它 的 光学 轴 答 直 。 

解 ， 在 现在 的 情况 下 ,折射 光线 仍 在 入 射 平面 内 (选择 它 为 zz 平面 ，s 
策 重 站 于 表面 )。 拆 射 时 波 矢量 的 zx 分 量 ns = sint( 为 大 射 角 ) 保持 不 变 。 
折射 波 的 nz 分 量 , 从 (78. 2) 式 求 得 为 


€ 
Ny py Er sin?. 


于 是 从 (78. 6) 式 求 同 折 射 光 钱 的 方向 为 (8! 为 折射 角 ) 
| E11ng Ver Slim 他 
eaz AAS 一 sinzg) 
2. 哉 求 肌 光线 垂直 入 射 到 单 珊 晶体 面 上 时 非常 光 竺 的 方向 , 单 玫 器 体 的 
光学 轴 取 任意 方向 。 
. 解 . 折射 光线 在 zz 平面 内 , 这 平面 通过 玫 面 的 法 线 (s 轴 ) 和 光学 轴 ; 设 
、 光学 轴 与 法 米 间 的 夹 角 为 wu。 于 是 射线 矢量 s[ 其 分 量 与 (78.2) 式 左 侧 对 n 的 
”相应 分 量 的 导数 成 正比 ] 与 下 式 成 正比 : 


. n 4 。 :于 
Cd Ca 
式 中 1 为 光学 轴 方 向 的 单位 舌 量 。 在 现在 的 情况 下， 波 矢 量 'n 在 z 二 方向， 
于 是 


tg?’' = 


A 1 sin?2& ,cos?@& 
sine 1 ~ 一 一 一 。 
? z Es EL 


en 
由 此 求 得 折射 角 &' 为 


So 
tg 二 党 





(£1 —€1)sin2g 
2 十 EL 十 (E 一 EL)cos2c 


8 79. 双 轴 晶 体 的 光学 性 质 
在 双 珊 晶体 中 , 张 量 sz 的 三 个 主 值 各 不 相同 。 属 于 这 种 晶体 
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的 有 三 人群 系 、 单 科 系 和 北 形 系 晶体 。 在 三 科 系 晶体 内 , 主 介 电 地 的 
位 置 不 与 任何 特定 的 晶体 学 方向 有 关 。 特 别 是 ， 它 们 随 频率 的 变 
化 而 变化 , 如同 si 的 全 部 分 量 随 这 频率 的 变化 而 变化 一 样 。 在 单 
妊 系 晶体 内 , 在 一 个 主 介 电 轴 在 品 体 学 上 是 固定 的 (这 主轴 与 二 浆 
的 对 称 轴 相 合 或 与 对 称 平面 垂直 ); 而 其 他 两 个 主轴 的 位 置 依赖 于 
频率 。 最 后 , 在 北 形 系 品 体内 , 三 个 主轴 的 位 置 全 部 是 固定 的 ， 即 
它们 必须 和 三 个 互相 垂直 的 二 次 对 称 轴 相合 。 
双 轴 晶体 光学 性 质 的 研究 ， 牵 涉 到 普 副 形式 的 非 涅 耳 方程 
(77. 10) 的 研究 。 
以 后 为 明确 起 见 ,我们 假定 
BO aN < (79. 1) 
为 了 说 明 (77. 10) 式 所 定义 的 四 次 面 的 形状 ， 首 先 ， 我 们 求 出 它 与 
坐标 平面 相交 的 截面 形状 。 在 (77. 10) 式 内 ， 含 we= 0， 我 们 发 现 ， 
它 的 堪 侧 可 分 解 为 两 个 因子 : 
(m2 — 8‘) (Cas)n2 + sn — gs‘ en) 一 0. 
由 此 看 出 , 在 zy 平面 内 的 截面 的 边界 包括 一 加 
Ji2 一 802 (79. 2) 
和 一 椭圆 : 


92 73 - 
tn™ 1 (79. 3) 


而 且 根 据 (79. 和 的 条 件 ， 椭 加 在 加 内 。 类 似 地 得 到 , 与 yz 平面 和 
zz 平面 相交 的 截面 也 包括 一 椭圆 和 一 图 , 但 在 yz 下 面 内 , 椭 图 在 
圈 内 , 而 在 wz 平面 内 , 它们 是 相交 的 。 由 此 可 见 , 波 矢量 面 为 形状 
如 图 89 所 示 的 自 交 面 (图 中 所 示 是 在 一 个 象限 内 的 面 )。 

这 面 有 四 个 奇 点 一 一 四 个 自 交点 , 在 zz 平面 的 每 一 象限 内 有 
一 个 这 样 的 点 。 由 了 (ns，z，mz) =0 形式 的 方程 所 表示 的 面 的 奇 
点 ， 如 天 家 所 知道 的 ， 可 以 由 画 数 的 三 个 一 阶 导数 全 等 于 雳 求 
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图 59 
出 。 对 (77. 10) 式 左 侧 的 式 子 求 微分 , 我 们 得 到 下 列 方程 


ms [8.7 (gs) 二 8?)) SC2)722 S 《822)722 十 3‘)n2 十 sn2 )] 二 0, 

ny[ at 《8C2) 十 SC2) ) 二 去 SI22 = (sn2 十 89n2 十 sn2 ) ] =0, 《79. 4) 

ns[L 8'”) 《8(2) 十 S(2)) 村 S(02)972 2 (《s45)722 十 SYI12 十 S020782 ) ] = 人 0. 
当然 (77. 10) 式 本 身 也 必须 被 满足 。 因 为 我 们 已 经 知道 , 所 求 的 n 
的 方向 在 xz 在 面 内 , 我 们 令 和 = 0, 而 从 其 余 两 个 方程 在 经 过 简单 
的 计算 后 得 到 人 : : 


nn2 8'2) 《s'2) > 8'7)) 8 (8'®) 8'7)) 


— 


OS SC2) 一 SC5) ” %z 一 SG) 一 St > | (79. 5) 


这 些 矢 量 的 方向 与 > 轴 的 倾角 为 8, 于 是 . 


/dC tte 
人 gg 一 十 SG)(S 一 SG 


这 方程 决定 了 xz 平面 内 的 两 个 轴 ( 两 个 方向 ), 其 中 每 一 轴 通 过 相 
反方 向 的 两 个 奇 点 , 而 与 z 轴 的 倾角 为 6。 我 们 称 这 两 个 轴 为 晶体 


(79. 6) 


@ 容易 直接 证 明 ， 这 样 来 得 的 解 为 (79.4) 式 的 唯一 的 实数 解 。 如 果 三 个 分 量 
nz; ny, 92 都 不 为 恬 ， 则 (79.4) 式 的 三 个 方程 是 相互 矛盾 的 (实质 上 ， 它 们 只 包含 两 个 
未 知 数 : ?2 和 E29n3 二 EDng 十 EON2)o 著 nz=0, 或 ny=0， 划 方程 的 解 为 虚数 。 
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的 光学 籼 (或 称 为 仲 法 线 ); 图 39 上 的 硬 线 即 才 示 其 中 一 个 光学 
轴 。 显 然 , 光学 轴 方 向 是 波 矢 量 只 有 一 个 值 的 唯一 方向 @。 

射 秋 面具 有 完全 相似 的 性 质 。 严 推导 出 相应 的 公式 ， 只 要 用 
s 代替 nm 二 代替 s。 特别 是 有 两 个 “ 射 简 光学 轴 ”( 或 仲 秆 径 ), 也 在 
zz 平面 内 , 并 且 与 “ 轴 的 倾角 为 

gy -VS tee. (79. 7) 

因为 se 一 2 因而 YY 一 8。 

相应 的 矢量 n 和 s 的 方向 , 由 普 肖 公式 (77. 12a) 求 出 。 只 就 沿 . 
坐标 轴 方 向 ( 即 主 介 电 珊 方向 ) 传播 的 波 来 说 ，n 和 s 的 方向 才 相 
同 。 如 果 n 在 某 一 个 坐标 平面 内 , 则 s 也 在 同一 平面 内 。 但 是 , 这 
个 规则 有 一 个 十 分 重要 的 例外 情况 , 即 沿 光学 轴 方 向 的 波 矢 量 。 

将 (79. 5) 式 的 n 值 代入 (77. 12a) 式 时 , s 的 分 量 取 不 定形 式 0/0。 
这 种 不 定形 式 的 来 源 和 意义 , 从 下 面 的 儿 何 研 究 可 以 完全 明了 。 在 
奇 点 附近 ， 波 矢量 面 的 外 隆 和 内 腑 为 共 项 点 的 锥 面 。 在 这 顶点 上 
( 奇 点 ), 波 矢 量 面 的 法 线 方 向 变 成 不 确定 的 。 而 且 由 公式 (77: 12a) 
所 确定 的 s 的 方向 即 为 法 线 的 方向 。 实 际 上 , 沿 光学 吉方 向 ( 仲 法 
线 方 向 ) 的 一 个 波 矢 量 对 应 着 无 限 多 的 射线 矢量 , 它们 的 方向 占据 
”着 一 个 确定 的 锥 面 , 称 为 内 回 锥 形 折 射 锥 。 

为 了 求 出 这 个 射线 锥 ， 我 们 求 研究 奇 点 附近 的 法 线 方 向 。 但 
是 更 直观 的 是 利用 射 黎 面 进行 几何 作 图 。 

图 40 所 示 是 一 个 象限 内 射线 面 与 vz 平面 相交 的 截面 ( 实 粮 
所 示 )。 在 这 些 坐 标 轴 上 所 示 的 是 波 矢 量 面 的 截面 (用 任意 改变 了 
的 比例 尺 )。 直 线 08 为 仲 竺 径 , 而 ON 为 仲 法 纯 . 相 应 于 六 点 的 波 


@ 在 张 最 机 球 面 (77. 19) 上 上 ， 仲 法 线 定义 为 垂直 于 椭 球 轩 鹤 面 的 方向 。 大 家 知 
道 , 三 于 梯 球 有 两 个 这 样 的 截面 。 
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Z 





图 40 ; 
矢量 用 nx 表示 。 容 易 看 出 , 波 失 量 面 上 的 奇 点 入 相应 于 射 匀 面 上 





的 奇 切面 一 平面 , 这 平面 垂直 于 ON 方向 , 并 且 与 射 黎 面 相 切 不 
是 一 点 , 而 是 一 条 曲线 (为 一 图 ), 在 图 40 上 , 这 平面 的 截面 用 线段 


ab 表示 。 从 $77 所 指出 的 波 矢 量 面 与 射线 面 的 玫 何 对 应 , 可 以 直 


楼 看 出 这 一 点 : 若 从 射线 面 的 某 一 点 s 作 一 切面 , 则 从 坐标 原 扩 至 
这 切面 的 重重 与 n 同 向 ， 而 其 长 度 等 了 于， 此 处 nn 为 相应 于 s 的 波 


矢量 。 在 现在 的 情况 下 , 相应 于 同一 值 n-= nw， 必须 有 无 限 多 的 矢 
量 $; 因此 ， 射 缕 面 上 代表 这 些 矢 量 s 的 点 , 必须 在 同一 个 切面 上 ， 
而 且 这 切面 与 ax 垂直 。 由 此 可 见 ， 图 40 上 的 三 角形 0a6 为 内 图 
锥 形 折射 锥 与 xz 平面 相交 的 截面 的 轨迹 。 

对 上 述 几 何 图 形 进行 定量 计算 , 并 没有 什么 特别 的 困难 , 但 是 
我 们 在 这 里 不 去 叙述 它 ， 只 是 限于 引入 最 后 的 公式 。 折 射 锥 与 射 
线 面相 交 的 图 方程 由 下 列 两 式 答 出 : 

(8 —8")gs (ss es —sY)— ss Ve (en — sn)) x 


8'2) 一 2 8'Y) 二 SET) 
“(sf 于 My )=0, (00.8) 
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ss/ BTV BD) ss /EIA EN) /em on, (79. 9) 

其 中 第 一 个 方程 , 车 把 so sw ss 理解 为 三 个 独立 变数 , 即 为 折射 锥 

方程 。 第 二 个 方程 为 与 射线 面相 著 的 切面 方程 。 圣 别 是 当 sy=0 
过 人 soa — 8) sz /ee — es) 


8'5)(8'2) 一 8 )? sz 8 (8 — gH ) 
0 xz 平面 相交 的 截面 内 的 边缘 射线 的 方向 (分 别 为 
”图 40 上 的 Oa 和 06 )。 前 者 与 仲 法 线 方 向 重合 [比较 (79. 6)], 它 
园 时 与 切线 wb 垂直 。 
与 输 定 的 射 入 矢量 相应 的 波 矢 量 ， 情 况 完 双 相似。 相应 于 促 
全 径 方 向 的 矢量 s 有 无 穷 多 的 波 矢 量 ， 它 们 的 方向 占据 着 一 个 外 
圆 铂 形 折射 锥 (图 40 中 的 三 角形 Oo'b 为 这 折射 锥 与 zz 平面 相交 
的 截面 的 轨迹 )。 和 通常 一 样 , 在 (79. 8) 与 (79. 9) 式 内 进行 代 换 : 


s—n, ei, 我 们 得 到 相应 的 公式 为 


8W (eH — gD)ny no 8 同一 3) — ns eT — 8 ) x 
X (ns 8 8 BY — ns MM 8 一 8 ) = 9, 
po BT BT na BT a 一 = 8 (eT en). 

在 实际 观 宗 内 圆锥 形 折射 时 @,， 所 利用 的 平行 平面 落 片 要 重 
直 于 仲 法 线 从 晶体 上 规 下 (图 41)。 在 薄片 
面 上 盖 上 有 小 孔 的 光 关 ， 它 能 从 垂直 大 射 
到 薄片 上 的 平面 波 〈 即 波 矢 量 在 确定 方向 
的 波 ) 内 分 出 狂 的 波束 。 透 射 到 薄片 上 的 
光 弹 的 波 矢 量 方向 与 仲 法 厂 方 向 重合 ， 因 
此 它 的 射线 分 布 王 内 折射 锥 面 上 。 从 薄片 
另 一 面 射 出 来 的 光 ， 其 波 矢 量 和 大 射 光 的 图 4 





人 下 面 的 扒 号 是 很 粗略 的 。 
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相同 , 分 布 于 圆柱 面 上 。 

要 观察 外 加 锥 折射 , 平行 平面 薄片 必须 垂直 于 仲 竺 径 截 下 , 而 
它 的 两 面 都 用 有 小 孔 的 光 关 过 上 , 两 光 关 上 的 小 孔 正好 互相 对 着 。 
. 用 会 聚 光 东 ( 即 所 含 的 射线 具有 一 切 可 能 的 m 值 ) 照射 薄片 时 , 光 
天 可 以 在 薄片 内 选 出 s 方向 在 仲 人 竺 径 方 向 的 光 黎 ， 因 而 这 些 光线 
的 n 方向 占据 一 外 圆锥 折射 锥 面 。 从 第 二 个 小 孔 出 来 的 光 ， 因 此 
也 分 布 于 图 锥 面 上 (但 是 由 于 在 出 口 处 发 生 折射, 这 锥 面 并 不 完全 
和 外 折射 锥 相合 )。 

当 任 意 太 射 方向 时 , 双 轴 晶体 面 上 的 折射 定律 是 极其 复杂 的 ， 
我 们 在 这 里 不 去 诗 花 它们 @。 只 是 指出 , 和 单 轴 晶体 不 同 ， 双 折射 
波 是 “非常 波 ”, 特别 是 它们 的 射线 不 在 大 射 平面 内 。 

$§ 80。 电 场 内 的 双 折 射 

各 向 同性 物体 放 在 恒定 电场 内 变 成 光学 各 向 异性 物体 。 这 种 
各 向 蜡 性 的 出 现 ， 可 以 描写 为 介 电 常数 在 恒定 电场 作用 下 改变 的 
车 果 。 虽 然 这 种 改变 是 相当 微弱 的 ， 但 在 现在 的 情况 下 却 十 分 重 
要 , 因为 这 引起 物体 的 光学 性 质 发 生 质 的 变化 。 

在 这 一 节 内 , 我 们 用 玉 表 示 物 体内 的 恒定 电场 强 讼 9， 并 把 介 
- 电 张 量 si 展开 为 卫 的 者 级 数 。 在 各 向 同性 物体 内 , 在 老 级 近似 下 ， 
8ip 二 868spo si 内 场 的 一 次 项 不 存在 , 因为 在 各 向 同性 物体 内 ,不 
存在 任何 恒定 矢量 , 利用 来 可 以 构成 对 E 为 线性 的 二 秩 张 量 的 。 因 
此 sa 展开 式 内 以 下 的 项 为 场 的 二 次 项 。 由 矢量 的 分 量 可 以 构成 
二 个 二 秩 的 对 称 张 量 : 天 8i 和 BiB。 前 者 不 改变 张 量 soaix 的 对 
称 性 , 因此 在 这 张 量 上 加 上 常数 ?8i 这 样 形式 的 一 项 ， 只 是 归 精 
为 在 标量 常数 so 内 增加 一 小 修正 项 ; 显然 ,这 一 修正 项 不 会 引 


9 群 组 的 填 算 有 通明 , 可 参 因 .Huandbuch d. Physik, Bd. XX, Bertin, 1928。 
”不 要 与 通常 很 弱 的 小 和 的 交 变 电场 相 混 浓 。 
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起 光学 各 向 异性 的 出 现 , 因此 没有 什么 意义 。 这 样 一 来 ， 人 
下 面 形式 的 依赖 于 电场 的 介 电 张 量 : 
Bip—= 8 ip OPEB, (80. 1) 
式 中 a 为 标量 常数 。 
人 与 电场 方向 重合 , 相应 的 主 值 等 于 
8&1 = 8 + ap. (80. 2) 
共 余 的 两 个 主 值 彼 此 相等 : 
8 一 at0， (80. 3) 
而 相应 的 主轴 在 垂直 于 场 的 平面 内 的 位 置 是 任意 的 。 由 此 可 见 ， 
在 电场 内 的 各 向 同性 物体 , 它 的 光学 性 质 和 单 轴 晶体 完全 一 样 ( 称 
为 开 尔 效应 )。 : 
在 电场 内 光学 对 称 性 的 改变 ， 也 可 以 发 生 在 晶体 内 (例如 ， 光 
学 上 的 单 轴 上 蝇 体 可 以 变 成 双 划 晶体 , 光学 各 向 同性 的 立方 晶体 ,可 
以 变 成 光学 各 疝 蜡 性 的 晶体 )。 但 与 各 向 同性 物体 多 所 出 现 的 棚 
应 现象 不 同 ， 晶体 内 的 效应 可 以 是 场 的 二 次 的 。 相 应 于 这 种 颖 性 
效应 的 介 电 张 量 为 
ai 一 8 人 ;op Be 
式 中 的 系数 Qixt 0 它 对 下 角 标 i 和 是 对 称 的 
(qipt 二 Qpit)。 这 个 张 量 的 对 称 性 和 压 电 张 量 的 对 称 性 相同 。 因 
此 ， ie 20 类 晶体 内 。 


8 81。 力学 光学 效应 
除了 前 一 节 所 研究 的 开 尔 效应 外 ， 外 作用 也 在 其 他 的 情况 中 
引起 媒质 的 光学 对 称 性 改变 。 
这 首先 包括 弹性 形变 对 固体 光学 性 质 的 影响 。 畦 别 是 ， 由 于 
形变 的 精 果 ， 各 向 同性 固体 可 以 变 成 光学 各 向 异性 的 。 描 写 这 种 
现象 是 在 sn(o) 引 太 与 形变 张 量 分 量 成 正比 的 附加 项 。 相 应 公式 
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的 形式 和 描写 静电 介 电 常数 的 (16. 1) 和 (16. 6) 式 完全 相同 ， 所 不 
同 的 只 是 其 中 的 系数 现在 是 频率 的 画 数 。 人 各 问 同性 物体 形 
变 时 ， 

3; We a (81. 1) 
系数 ai1(w) 和 oa(ow) 称 为 弹性 光学 常数 。 
”” 另 一 种 情况 是 运动 流体 内 所 发 生 的 光学 各 向 异性 现象 。 当 
然 , 整个 流体 的 平移 运动 不 会 引起 任何 的 光学 各 向 异性 ; 因此 必须 
在 流体 内 存在 速度 陡 度 。 相应 的 介 电 张 量 的 普 逼 表达 式 为 


sx 一 ao08i 十 Ni 3 + es)+\ 到 一 3 ) _ (81. 2) 
多 


En 在 不 可 压 糖 的 
流体 办， =div v=0, 而 且 (81. 2) 式 的 最 后 二 项 精 减 后 变 成 堆 。 


这 时 sm 为 静止 流体 的 介 电 常数 ?。 

(81. 2) 内 的 第 二 项 和 第 三 项 ， 分 别 对 下 角 标 4 和 石 为 对 称 的 
和 反对 称 的 。 当 流体 整个 地 勾 速 转动 时 , 我 们 有 v 二 [Qrj(Q 为 转 
动 角 速度 ), 并 且 对 称 项 变 为 零 。 不 为 需 的 反对 称 项 这 时 代表 田 科 
里 奥 利 力 所 引起 的 效应 (与 0 的 一 次 老成 比例 )@。 但 是 在 古典 和 统 
计 学 中 ， 科 里 奥 利 力 一 般 不 影响 到 旋转 体 的 性 质 @。 这 表明 ， 
(81. 9) 内 的 系数 Xs 必须 等 于 雾 , 而 不 为 雳 的 Ns 值 只 能 是 与 量子 
效应 有 关 。 

实际 上 上， 上述 现 象 只 在 粒子 形状 为 各 向 异性 的 蕙 洋 体 或 胶 状 

中 为 避 喝 误解 起 见 , 我 们 要 蒂 重 指出 , 对 (81.2) 式 不 能 应 用 § 88 内 所 研究 的 对 

称 关 系 式 〈 广 义 的 动力 系数 对 称 诛 竹 )。 和 推导 这 些 关 有 系 式 时 假定 了 这 些 系 数 所 描写 的 
过 程 是 对 和 统 内 引起 能 量 耗 散 的 唯一 根源 。 但 是 在 现在 的 情况 下 , 除了 波 的 交 变 电磁 场 
内 的 能 量 耗 散 外 , 还 有 另 一 种 与 这 种 场 训 无 关系 的 能 县 耗 散 深 一 一 序 滤 体 的 非 均 匀 流 
的 内 摩擦 。 


@@ 与 张 其 &jx 的 反对 称 部 分 有 关 的 光学 性 质 , 会 并 $ 32。 
图 参 本 “统计 物理 学 ”第 三 版 ，§ 34。 
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体内 让 有 较 大 的 数值 。 这 时 量子 效应 当然 微小 到 可 以 忽略 ， 于 是 
和 》a< 科 和 而 且 我 们 只 须 写 出 





8iw 二 8‘08sp 二 入 全 十 3 ) (81. 3) 
文公 式 所 描写 的 效应 称 为 麦克 斯 者 效应 ， 是 由于 速 庶 陡 度 对 巧 泽 


在 流体 内 的 粒子 的 取向 作用 所 引起 的 。 


8 82。 磁 光学 效应 。 


当 出 现 恒定 磁场 也 时 @, 张 量 si 不 再 是 对 称 的 。 这 时 (88. 13) 
式 所 表示 的 广义 动力 系数 对 称 原理 要 求 


Ei (HD) = Spi(— H). (82. 1) 
0 . 
Bik Eki 19 ” (82. 2) 


[如 从 (76. 4) 式 看 出 的 ] 但 并 不 要 求 它 为 实数 。 从 (82. 2) 式 只 能 得 . 
出 , sz 的 实数 部 分 和 虚数 部 分 必须 分 别 是 对 称 的 和 反对 称 的 : 
Sik = Shi Bh 二 一 hs- : (82. 3) 
考虑 到 (82. 1), 我 们 有 z 
sip(H) =sh: (H) = 68's (—H), | 
aip(H)= —e%(H)= ~—ep(— H), (82. 4) 
也 即 是 , 在 非 吸收 媒质 内 , sis 是 也 的 偶 画 数 , 而 siw 为 HH 的 奇 画 数 。 
显然 , 邀 张 量 si3 也 具有 相同 的 对 称 性 质 。 在 下 面 的 计算 中 ， 
更 为 方便 的 即 是 利用 这 一 张 量 。 为 了 避 娩 使 用 下 角 标 太 多 ， 我 们 
对 它 引进 一 个 专用 的 符号 @ | 
S18 = nip = kt Ls k- . 《82. 5) 
大 家 知道 , 任何 二 秩 的 反对 称 张 量 等 效 于 某 一 轴 矢 量 ; 对 于 张 
个 ”不 要 与 电 科 波 的 周期 性 的 能 场 相 混 诡 。 
四 当然 7ik 和 9th 本 身 不 是 < 和 ex 的 邀 张 量 。 
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量 wi w, 我 们 用 G 来 表示 这 个 轴 矢 量 。 利 用 完全 反对 称 的 单位 张 
量 esp 可 以 将 张 量 "iw 的 分 量 与 矢量 GG 的 分 量 之 间 的 关系 写 为 
Wi h = eshiGli) (82. 6) 
nsy—=Gzs Nss=Gy, nys= Gs. 
电感 应 强度 和 电场 强度 之 癌 的 关系 加; 二 mipDs 这 时 变 成 
Ei= (mw%t+ienmG) Dy = 7 Dkt tLDG 1:. (82. 7) 

其 E 和 DD 的 关系 为 这 样 形式 的 媒质 , 称 为 旋 性 媒质 @。 . 

我 们 现在 对 在 任意 旋 性 媒质 内 传播 的 波 的 性 质 ， 作 一 普 台 性 . 
的 研究 , 这 时 我 们 假定 媒质 是 各 向 异性 的 , 并 且 对 磁场 的 大 小 不 加 
上 任何 假设 包 。 

ee 2 轴 方 向 ,于 是 (77. 18) 式 变 为 


( ?aa 一 Gap )Po= =( net ?ap 一 So )p=0, (82. 8) 


式 中 下 角 标 a, 8 取 zy 的 值 ， 我 们 选择 x 和 2 轴 的 方向 沿 二 维 张 
量 ms 的 主轴 , 相应 的 这 个 张 量 的 主 值 , 我 们 以 no? 和 ?03 表示 ;于 
是 方程 变 为 


@” 在 站 接 关 采 式 
Di= ExBk+ilEg] (82.7a) 
内 的 关 量 g, 一 般 称 为 表 转 矢量 。(82.7) 和 (82. 72) 式 内 的 有 系数 之 间 的 关系 由 下 列 公 
式 答 出 : 
rr= TE | ein 1 e'l —gigxl, 
(82.76) 
CH 一 = 一 上 8 $s EGKy 
式 中 le 1 和 1e 人 | 为 取 量 cir 和 Ex 的 行列 式 。 | 
”和 前 面 一 样 , 我 们 假定 媒质 对 电磁 波 的 交 变 妃 为 非 磁性 的 ( 郎 假定 AKCm) = 
= 6;x)。 但 是 , 这 并 不 排斥 媒质 被 恒定 磁场 所 磁化 (也 序 是 静 磁 导 奉 可 以 不 为 )。 
上 述 的 etk(Co) 的 性 质 同 样 适 用 于 张 量 pik《w), 这 时 , 在 答 定 的 频 素 区 城内 , 硫 导 
这 的 包 散 成 为 主要 的 。 
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(十 - 和 -GD 一 0， 


一 4。 I 








,一 0 (82. 9) 
由 这 个 方程 组 的 行列 式 等 于 零 的 条 件 , 得 到 %w 的 二 次 方程 为 


1 2 
i 
这 方程 的 根 对 n 的 一 个 给 定 方向 输电 % 的 二 个 值 : ? 


1 A 
CR 
eile 
D, _ 21|1 
et re en 
比值 邓 为 纯 虚 值 玫 明 ; 波 是 椭圆 仿 振 的 , 而 且 俩 振 构图 的 主轴 


为 wy 轴 。 容易 看 出 ， 这 个 比值 的 一 个 值 的 乘积 等 于 1。 换 句 库 
说 , 车 在 一 种 波 夫 t 
D,= ipD;s 
( 式 中 的 实数 p 为 偏振 椭 加 的 轴 长 之 比 )， 
则 在 第 一 种 波 内 ， ns 
,一 一 三 Dz 


这 表明 两 种 波 的 偏振 梯 图 具有 相同 的 轴 
长 比 ， 但 彼此 相对 旋转 9 90 ; 其 旋转 方向 图 各 
相反 (图 42)@。 

@ 当场 不 存在 时 ，G=0 和 "n=?w1 或 4=702。 但 是 应 注意 到 ， 当 出 现场 时 ， 
(82.10) 式 内 的 roi 和 Wn 一 艘 说 来 不 是 王 =0 时 的 7 镇， 因为 这 时 依 屯 于 场 的 不 只 是 
矢量 G, 而 且 还 有 她 量 71k 的 分 量 。 

他 ” 落 抬 两 种 波 肉 的 矢量 BD 表示 为 Di 和 Ds, 则 所 得 到 的 关系 式 可 以 写 为 

DiD¥ =DizsDiz+ DiyD¥y =0. 


这 种 关系 式 是 把 本 征 舌 量化 到 语 密 张 量 《在 现在 的 情况 下 为 强 量 ?ao) 的 主 谢 上 时 所 
出 现 的 普遍 性 质 。 
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矢量 G 和 张 量 mis 的 分 量 为 磁场 强度 的 画 数 。 如 果 ( 如 通常 
存在 的 情况 ) 磁 场 是 比较 弱 的 , 则 可 以 展开 为 场 的 圳 级 数 。 当 场 不 
存在 时 , 矢量 G 等 于 需 ; 因此 , 在 弱 场 内 , 可 以 倒 
Gi;= {ipHey, 《82. 13) 
式 中 fiw 为 二 秩 张 量 ， 在 普 逼 情况 下 是 非 对 称 的 。 这 种 形式 的 相 
傅 关 系 和 8 76 的 一 般 规则 符合 一 致 ， 按 照 这 一 规则 ， 在 透明 媒质 
办 ,反对 称 张 量 Win (以 及 张 量 gw) 的 分 量 必 须 是 下 的 奇 画 数 。 而 
_ 对称 张 量 ww 的 分 量 则 为 磁场 的 偶 画 数 。 因 此 , wiw 内 的 头 几 个 修 
正 顶 (与 场 不 存在 时 的 值 比较 ) 为 场 的 二 次 项 DO。 

在 波 矢量 为 任意 方向 的 普通 情况 下 ， 磁 场 对 光 在 晶体 内 的 传 
播 影响 很 小 ; 只 是 引起 振动 的 微小 的 椭圆 率 , 共 偏 振 档 圆 的 轴 长 比 
很 小 (为 场 的 一 次 的 )。 

从 磁 光 学 效应 的 特征 襄 来 ， 只 有 光学 韩 方向 (和 其 邻近 方向 》 
是 一 个 例外 , 在 这 些 方向 上 , 当场 不 存在 时 ,% 的 两 个 值 是 相等 的 。 
于 是 (82. 10) 的 根 和 这 些 值 只 相差 一 个 一 般 小 量 @, 因而 所 发 生 的 
效应 类 似 于 各 向 同性 物体 内 的 效应 , 我 们 现在 就 来 研究 它们 。 

各 向 同性 物体 以 及 立方 系 晶 体内 的 磁 光 学 效应 ， 由 于 它们 只 
有 奇异 的 特征 和 上 比较 大 的 数值 , 因而 有 特别 的 意义 。 

我 们 略 去 二 级 小 量 以 后 , 得 到 min 二 8-18ip, 其 中 8 为 磁场 不 存 
在 时 各 向 同性 媒质 的 介 电 常数 。D 和 E 之 阅 的 关系 由 
1 


E=—~D+iLDG], | (82. 14) 


或 由 


@@ 在 赂 去 二 狐 量 以 后 ， (82.76) 式 变 成 下 列 更 简单 的 式 于 ; 
Mikp= EL， Gi= -are Kgk- (82. 13a) 


加 ”注意 到 (82.10) 式 的 二 个 根 在 这 种 情况 下 不 相等 , 这 在 几何 意义 上 表明 , 波 矢 
量 平 面 的 六 膝 和 外 腕 是 完全 分 开 的 。 
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D=sE 上 ifEg] {82.15) 
给 出 , 而 且 在 相同 的 近似 下 , g 与 G 的 关系 为 
Pe -让 g. (82. 16) 


a( 或 6) 对 人 外科 志 的 依 加 关 了 ， 在 各 向 同性 物体 内 ， 归 村 为 简单 的 
比例 关系 : 
g= fH; (82. 17) 
标量 常数 可 以 为 正 的 , 也 可 以 为 负 的 。 
在 (82. 10) 式 内 , 我 们 现在 有 no01 一 no0s 三 no 二 M 8; 这 是 场 不 存 
在 时 的 折射 系数 。 由 此 得 
a 
和 no 
或 者 在 同样 的 精确 讼 下 ， 
3 03 一 ?03 nt Go 一 03 Tgy. (82. 18) 
我 们 记 住 , z 轴 选 在 方向 ， 在 同样 的 精确 度 于 ， 可 以 把 这 公式 写 
成 矢量 形式 : 
(n+-e) 二 18. (82. 19) 
由 此 看 出 , 波 矢 量 面 在 现在 的 情况 下 包括 两 个 中 径 为 wo 的 球面 ， 
- 球 心 在 G 方向 上 , 距离 坐标 原点 为 士 引 -。 | 
% 的 两 个 值 , 共 中 每 一 个 相应 于 不 同 的 波 偏振 ; 即 
i D,= iD,, : (82. 20) 
式 中 的 正 负 号 与 (82. 18) 内 的 正 负 号 相对 应 。 当 Ds 与 Ds 之 阅 的 
相差 为 干 万 时 , 它们 的 契 对 值 相等 ， 这 表明 波 是 图 篇 振 的 ， 并 且 矢 
量 D 的 旋转 方向 ， 从 波 矢量 方向 看 去 ， 分 别 为 区 时 儿 或 顺 时 人 针 方 
向 (或 者 按 习 惯 说 法 , 分别 为 右 旋 和 左旋 偏振 波 )。 
岂 于 左旋 和 右 施 偏振 波 的 折射 率 不 同 ， 娃 果 在 旋 性 物体 表面 
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折射 时 产生 两 种 图 偏振 的 折射 波 , 这 种 现象 称 为 双 圆 折射 。 

设 线 偏振 平面 波 垂直 人 射 到 物质 的 平行 平面 层 上 (厚度 为 芒 。 
我 们 选择 大 射 方向 为 x 轴 ， 大 射 波 的 矢量 E=D 的 方向 为 .x 轴 。 
于 是 弹性 振动 可 以 表示 为 旋转 方 篇 相反 的 两 个 图 握 动 之 和 ， 它 们 


在 波 矢 量 不 相同 (hs 一 (全 )ns ) 的 物质 层 内 传播 。 假 谤 波 的 振幅 等 
于 了 我 们 得 到 


万 ,=-= (ett -2), 及 一 于 (一 en 十 em)， 


或 者 引进 4 一 十 (hs 十 b) 和 k== 襄 (k+ 一 hb-)， 
1 


D,=-e""(e"*+ eits) 一 eibs0oskg. 


Bs : a ee 
‘DD, 一 可 6 (一 6 二 8 5 一 好 2Simn Kz. 
pp 


i 内 射出 时 ， 我 们 得 到 


D, a ) 
De "kl = te 1 


这 比值 为 实数 表明 ， 这 波 仍 然 为 线 偏 握 波 , 但 偏振 方向 相对 于 原来 
的 方向 已 名 改 变 ( 称 为 法 拉 第 效应 )。 偏振 平面 转动 的 角度 与 波 所 
OL 在 波 矢量 方向 的 单位 长 度 上 ， 这 角度 为 

dog cosg， 





要 


浅 中 0 为 n 与 g 阅 的 夹 角 。 

应 注意 的 是 ， 当 磁场 方向 给 定时 , 偏振 平面 的 旋转 方向 (相对 
于 n 的 方向 而 慎 ) 当 n 变 号 时 改变 为 相反 的 方向 -一 
成 左旋 的 ， 或 者 反 过 求 。 因 此 ， 若 射线 通过 同一 路 程 两 次 (来 回 )， 
则 偏 拨 斑 面 的 合 转 动 比 只 通过 一 次 时 大 二 伴 。 

当 9= 避 ( 波 矢 量 垂直 于 磁场 ) 时 , (82. 18) 式 所 描写 的 场 的 悉 





sh A 
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性 效应 消失 (这 与 上 述 的 普 副 规则 符合 一 致 , 即 矢量 g 的 全 部 分 量 
中 , 对 光 的 传播 有 影响 的 只 是 它 在 n 方向 上 的 投射 ),。 因 此 , 当 9 接 


近 地 时 , 还 必须 考虑 到 与 场 的 平方 成 比例 的 项 。 特 别 是 在 张 量 u 


内 ， 必须 计 及 二 次 项 。 由 于 对 场 方 向 是 轴 对 称 的 ， 册 而 对 称 张 量 
ww 的 两 个 主 值 相 等 (如 单 轴 晶体 的 情况 )。 下 面 我 们 选择 x 轴 为 
场 方向 ， 并 且 将 平行 于 和 垂直 于 磁场 方向 的 wis 的 主 值 分 别 用 7 
和 1 表示 ,于 是 "1 一 之 差 与 有 ?成 比例 。 

我 们 现在 研究 当 n 和 & 互相 垂直 时 所 发 生 的 炖 粹 的 二 浆 效 应 
[ 称 为 柯 顿 - 莫 顿 (Cotton-Mouton) 效应 ]。 在 这 种 情况 下 ， 在 
(82. 9) 和 (82. 10) 式 内 ， 我 们 有 Gs=0, 而 nd? 和 ?这 分 别 等 于 了 
和 mL。 这 样 一 来 ,在 共 中 一 种 波 内 ， 


1 
er LE D,=0; 


这 波 是 厂 偏 振 的 , 矢量 D 的 方向 与 x 轴 平 行 。 在 另 一 种 波 内 ， 


光一 m1 Do 一 0， 


也 即 是 ， 共 中 的 D 在 ! 轴 方 向 。 假 设 米 储 振 光 惟 直 久 射 到 平行 
磁场 方向 的 物质 的 平行 平面 层 上 。 于 是 物质 内 的 透射 光 的 两 个 分 
量 (矢量 DD 在 xz 和 yz 平面 办) 以 不 同 的 %* 值 而 传播 。 精 果 通 过 
物质 层 另 一 面 出 来 的 光 为 椭 图 偏振 光 。 : 


例 是 


1 就 求 光 浅 从 凌空 入 射 到 磁场 内 各 向 同性 物体 表面 折射 时 的 光 神 方向 。 

解 ， 射 线 矢 量 s 的 方向 , 申 波 矢 量 面 的 法 悉 定 出 ; 将 (82. 19) 式 左 侧 对 和 
量 n 的 分 量 求 微分 , 我们 发 现 ， 矢 量 s 与 an 十 g/2n。 成 正比 。 这 个 式 子 的 怒 
对 值 的 平方 等 于 n3; 因此 , 射 米 方向 上 的 单位 矢量 由 下 式 得 上 


5 = 过 (mn + 吉 -8) | (1) 
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我 们 用 9 表示 入 射 角 。 一 般 说 来， 折射 光 禾 不 在 入 射 平面 内 ， 它 们 的 方 ， 
向 由 与 卖 面 法 钱 方 向 所 成 的 9' 角 和 从 大 射 平面 算 起 的 方位 角 p' 所 决定 。 我 
们 选择 入 射 面 为 xz 平面 ， 其 z 二 垂直 于 折射 面 。 折 射 时 波 矢 量 的 分 量 ws， 
ny 仍然 保持 不 变 。 而 在 入 射 光 和 米内 ， 它 们 等 于 ns = sing，wy=0。 把 这 些 值 
代入 (1) 式 内 , 就 得 到 单位 矢量 三 的 ” 分 量 和 分量, 它们 直 接 答 出 折射 光 的 
万 向 : 


1 . 1 
SinO' 2087 = ino a 


sing sing' = 士 六 和- 
若 大 射 角 不 太 小 , 则 方位 角 p! 很 小 ， i 


QU sing , yw 
< "一 0 十 :2 和 
一 2pe sing’ ng 20 一 200 


焉 直人 射 时 (9=0)， 我 们 选择 zz 平面 通过 矢 量 G; 于 是 p'=0， 而 


98! 六 
80! 尘 3 7 一- 十 - 工 _ 
泣 sin0' 一 Tana gr: 


虽然 这 个 公式 内 井 不 包含 ge 但 是 如 果 gs=0, 它 即 不 能 应 用 , 因为 n 和 g 五 
相 垂 直 时 , 场 的 线性 近似 不 再 适用 。 

2. 钰 求 缕 候 振 波 从 总 空 内 下 直入 射 到 磁场 内 各 向 同性 物体 表面 时 反 身 
苞 的 偏振 。 

解 . 在 垂直 大 射 时 , 波 矢 量 方向 当 波 进入 第 二 媒质 时 仍然 保持 不 变 。 因 
此 , 在 三 种 波 内 (入 射 波 、 反 射 波 和 折射 波 )， 欠 量 下 都 平行 于 分 界面 (zy 平 
面 )。 夷 于 电场 欠 量 E, 在 入 射 波 和 反射 波 内 , 它 也 平行 于 zy 平面 , 但 在 折射 
波 内 , 虽然 五 , 尖 0， 但 正和 下 的 z 分 量 和 4 分 量 间 的 关 素 ， 划 和 在 各 向 同性 
物体 内 相同 (Hs = 一 x 互 ， 吾 , 一 ze)。 若 大 币 波 的 偏振 和 各 向 异性 (折射 ) 媒 
质 内 沿 n 方向 传播 的 两 种 波 中 的 一 种 波 的 偏振 相同 ， 则 只 发 生 一 种 这 种 介 
振 的 折射 波 。 于 十 在 这 些 条 件 下 , 问题 在 形式 上 变 成 和 从 各 向 同性 物体 上 反 
射 的 问题 相同 , 并 且 反 射 波 和 入 射 波 内 的 场 已 和 Ew 由 下 式 联系 起 来 。 


_I—% 一 铬 
I 二 nn 


式 中 n 为 相应 于 上 壕 偏 振 的 折射 系数 。 
米 偏 振 可 以 奢 成 是 庭 边 方向 相反 的 两 个 图 人 以 振 敬 加 的 结果 ; 如果 在 入 射 


(1) 
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波 内 , Eo 平行 于 z 陆 , 则 可 以 写 为 Eo = 正 o 十 Es, 共 中 








四 : Eiz= iEidy 一 TEo; 
Evoz= ~ iBiy = Eo 
对 于 每 种 波 EY; 利 用 (1) 式 [其 中 (82. 18) 式 得 出 ], 我 们 得 到 
_ Eo 1—nr | 1—no 
Ei = 2 了 二 ea 
,= 1 五 0[ 工 一 2 1~ -|i geosb _ 
yo [itn TI | 一 no (I+no )2? 


8 为 人 射 方 癌 - 与 矢量 g 之 加 的 夹 和 角 。 由 此 看 瞩 ， 反射 波 是 本 国人 起 振 的 ; 椭 田 
的 长 轴 在 2z 轴 上 ,而 短 轴 与 长 珊 之 比 等 于 
gceoso 
no (ns 一 开刀 
3. 坛 求 高 频 时 好 转 矢量 傅 顿 于 频 检 的 极限 定律 。 
解放 算 和 $ 59 内 进行 的 相似 , 所 不 同 的 只 是 在 电子 的 运动 方程 内 ， 必 
须 增 加 由 蜡 定 外 磁场 HH 所 引起 的 将 傅 兹 力 : | 


下 
me = eEo er-iot 十 一 二 [vw'HD] 


当 u 交 2 区 时 ， 这 方程 可 用 画 次 近似 法 解 出 。 精 确 到 下 的 一 次 项 我 们 得 到 


然后 求 得 感应 强 府 为 
了 一 E(w)E+ if CL EH), 
式 中 的 Cw) 和 (59.1) 相 铃 , 而 


flw) ce 4rNes 


cm 





§ 83， 自然 旋光 性 


介 电 常数 (和 磁 导 率 ) 的 频 散 现象 ， 是 物质 的 宏观 性 质 依 赖 于 
电磁 场 随时 间 变 化 的 表现 。 在 前 面 的 理论 中 ， 一 般 没 有 计 及 对 场 
的 空间 不 均匀 性 的 依赖 关系 。 容许 这 种 忽略 的 条 件 是 原子 线 度 4 
小 于 波长 (参阅 $58)。 
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不 等 式 a<<A 一 般 说 来 是 宏观 理 葡 可 以 应 用 的 必要 条 件 ,但 是 
完全 忽略 含有 小 比值 a/\ 的 量 ， 使 某 些 本 质 上 的 新 现象 也 被 忽视 
了 ， 这 些 新 现象 是 由 于 计 及 了 ec/ 人 的 展开 式 内 霉 次 项 以 后 的 项 而 
出 现 的 。 我 们 现在 就 来 研究 这 些 现象 。 

展开 为 a/\ 的 蹇 级 数 ， 相应 于 宏观 理论 中 感应 强度 D 展开 为 
电场 卫 及 其 空间 导数 的 震级 数 。 只 限于 取 -- 次 项 时 ， 我 们 必须 在 
这 展开 式 内 计 及 与 一 阶 导数 的 一 次 老成 正比 的 各 项 。 对 频率 为 @ 
的 单 色 场 ; 我 们 可 以 把 展开 式 写 为 





.Li 一 st Yen Te pe (83. 1) 


式 中 量 s 强 和 yi: 为 频率 的 西数 。 

在 研究 这 个 式 子 之 前 ， 必 须 作 和 如 下 的 说 明 。 在 我 们 感到 兴趣 
的 精确 度 范围 内 ， 把 微观 电流 密度 的 平均 值 pv 分 成 两 部 分 
有 -和 crot Mb 已 失去 物理 意义 。 所 以 ,在 上 述 的 理论 中 , 合理 的 是 


把 麦克 斯 书 方程 写 为 





rot EE= -二 本 
(83. 2) 
rot B= 了 9 





除了 平均 微观 磁场 强度 h=B 外 ,无须 再 引 另 一 个 量 H。 代 赫 此 ， 
由 对 微观 电流 求 平 均值 而 得 到 的 项 , 假定 都 已 包含 在 了 PP 的 定义 内 。 

(83. 1) 式 内 张 量 yiuz 的 对 称 性 质 ， 可 以 应 用 广义 动力 系数 对 
称 原理 来 说 明 ， 如 在 8 76 内 对 张 量 siz 所 作 的 关 述 一 样 。 在 那里 
我 们 全 看 到 , 如 果 选 择 物体 每 一 点 处 矢量 瑟 的 分 量 为 量 za 则 相应 
的 量 f。 是 矢量 D 的 分 量 。 但 是 由 于 关系 式 (83..1) 内 出 现 空间 导 
数 ， 使 直接 应 用 对 称 原理 增加 了 困难 。 在 这 里 方便 的 是 把 对 称 原 
理 表 述 成 如 下 形式 。 设 ze 和 za 为 量 ze 的 二 粗 不 同 的 值 , 而 fo 和 


有 
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fc 为 与 它们 相对 应 的 量 -fo 的 两 组 值 。 由 于 在 关系 式 
= aof, 一 人 ,ons 了 
内 的 系数 是 对 称 的 (aas 二 ss), 我 们 可 以 写 为 “ 
,rafi = 之 .人 i (83. 3) 
在 现在 的 情况 下 , 这 等 式 变 为 
| Bipiar = |Bipiar. 
将 (83. 1) 式 代 和 ,着 芳 虑 到 我 们 已 熟知 的 s 的 对 称 性 , 我 们 得 到 
| Yim Brad V -| Yipis 3 ay, 
或 者 在 等 式 的 一 便 进行 分 部 积分 
| yinBe Be ay = -> 各 ar 一 -| VY piili X 3 av. 
由 于 函数 E 和 E' 为 任意 的 ， 由 此 得 到 对 称 性 质 为 
3 ik! 一 EEC YY pil: (83. 4) 
其 次 假定 媒质 内 不 存在 吸收 。 我 们 来 研究 这 在 张 量 yia: 上 加 


上 了 什么 条 件 ， 周 期 场 内 的 能 量 耗 散 由 下 列 积分 的 平 均值 (对 时 
问 求 平均 ) 得 出 ; 








工 oD 
| Es 
在 这 里 二 和 D 为 实数 。 如 果 将 各 量 用 复数 表示 ， 则 平均 后 的 积 
可 以 写 为 
-让 
ue a 





将 (83. 1) 式 代入 上 式 , 并 考虑 到 在 透明 媒质 内 , 我 们 已 知 si% 为 实 
数 , 于 是 我 们 得 到 
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如 [人 ora 1 3 二 yin Boe w ja 一 


VO 


和 pre kt Yin Be 3 qv- 





rr. 





一 | Cytori Yn) BE 
当 

> yi 一 一 Ya 一 it 
时 ,上 式 恒 为 雳 。 这 样 一 来 , 我 们 得 到 结论 ， 不 存在 吸收 的 条 件 权 
求 张 量 Yini 为 实数 。 


对 波 矢 量 为 长 = (w/c)n 的 平面 波 , 我 们 有 
oF 加 





= 1—Ein, 
9x 
于 是 
Di= 8in Bks 


其 中 引用 了 符号 
| Bs eR 十 i -Yipin (83. 5) 
表示 介 电 常数 张 量 ， 它 现在 不 但 对 频率 ， 而 且 对 波 矢 量 都 表现 出 
色散 @。 
代替 二 秩 的 反对 称 张 和 量 Yipin， 起 们 对 引入 与 它 等 效 的 “ 馆 精 
矢量 ”g, 这 矢量 由 下 式 给 出 : 


全 it Cin (83. 6) 
也 即 是 我 们 可 以 把 st 写 为 
Si 一 8 这 十 4ei5f9z59 (83. 7) 


这 式 子 在 形式 上 和 -8$ 82 内 所 用 的 书写 形式 相同 。 差 别 只 在 于 , 在 


@@ 当 一 0 时 , Yir1 与 闫 率 的 民 开 式 无 关系 ， 闫 艳 近 于 党 数值。 因而 Etx 的 号 
数 部 分 与 郑 论 的 一 次 用 成 比例 地 趋 近 于 夫 。 
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$ 82 内 , 矢量 芷 只 依 顿 于 媒质 的 性 质 人 (以 及 外 加 磁场 ), 而 这 里 的 盟 
特 舌 量 还 依赖 于 场 的 波 矢量 。 按 照 (83. 6) 式 ， 这 矢量 的 分 量 为 nm 
的 分 量 的 线性 画 数 , 也 即 是 
gi = gipnp. (83. 8) 
将 (83. 8) 代 入 (83. 6) 内, 我们 得 到 


Co 
GYibin = CipmIminiy 
由 于 n 为 任意 的 , 由 此 得 
ee Yi 一 一 CipmImi? (83. 9) 


由 这 个 式 子 可 以 建立 三 秩 的 车 张 量 yint 和 二 秩 的 履 张 量 gis 之 网 
的 关系 上 。 

物体 的 具体 的 品 体 学 对 称 性 对 张 量 Yipt( 或 gig) 的 分 量 加 上 
了 一 定 的 限制 , 特别 是 可 以 使 它 的 全 部 分 量 都 恒 等 于 震 。 例 如 , 张 
量 yini 不 可 能 存在 于 具有 对 称 中 心 的 物体 内 。 实 际 上 ， 三 个 坐标 
变 号 时 (发 生 反 演 )， 三 秩 张 量 ( 以 及 二 秩 的 寿 张 量 ) 的 全 部 分 量 也 
都 变 号 , 而 物体 的 对 称 性 则 要 求 它们 在 这 种 变换 中 保持 不 变 。 

张 量 gi 不 为 雳 的 物体 ， 称 它们 具有 自然 旋光 性 。 由 此 可 见 ， 
在 任何 情况 下 , 旋光 性 的 存在 都 要 求 物 体 不 存在 对 称 中 心 。 

我 们 首先 研究 各 向 同性 物体 的 自然 旋光 性。 如 果 液 体 (或 气 
体 ) 是 由 没有 立体 异 构 体 的 物质 所 租 成 的 , 则 它们 不 但 对 任何 转动 
是 对 称 的 , 而 且 对 任何 点 处 的 反射 ( 反 演 ) 也 是 对 称 的 , 因而 不 存在 
自然 旋光 性 。 只 有 由 具有 两 种 立体 蜡 构 体 的 物质 所 租 成 的 液体 ， 
而 且 其 中 两 种 异 构 体 的 舍 量 不 相等 时 , 这 种 液体 才 是 旋光 性 的 ; 这 
样 的 液体 不 存在 对 称 中 心 。 

”写成 分 僵 为 


w w w 
gsr = YY gry = EYyay 9yw 王 二 Yrvo 等 锋 。 


466 | 第 十 一 章 ”各 向 异性 媒质 内 的 电磁 波 
在 各 向 同性 物体 内 以 及 具有 立方 对 称 的 晶体 内 , 厦 张 量 gis 变 
成 侨 标 量 : | 
gip = f dip (83. 10) 
张 量 Yipi 用 表示 为 Yipi 二 (c/w)f esnio 磺 标 量 是 坐标 有 反 尖 时 变 
号 的 量 。 两 种 立体 异 构 物质 , 由 于 反 演 变换 , 在 形式 上 可 以 相互 转 
换 ; 因此 , 它们 的 了 值 有 相反 的 正 负 号 。 
由 此 可 见 ,在 旋光 性 的 各 向 同性 物体 内 ， 过 转 矢 量 g==fn, 而 
波 的 感应 强 讶 和 电场 强度 之 阅 的 关系 为 
D=s E+if[En]. . (83. 11) 
因为 Dn 一 0, 由 此 得 出 , En 一 0。 换 句 话 襄 , 在 这 种 波 内 ,对 于 n 的 
方向 来 说 ， 不 但 感应 强度 D 是 横向 的 (如 在 任何 媒质 内 一 样 ), 而 且 
E 也 是 横向 的 。 
考虑 到 物质 的 自然 旋光 性 时 , 折射 率 % 的 变化 为 一 小 量 ,因此 
在 求 % 时 ,可 以 在 (83. 11) 的 小 项 [Eg] 肉 令 m 一 mo 一 V so 于 是 计 
算 n 一 no 之 差 的 问题 ， 在 形式 上 和 前 一 节 内 所 研究 的 计算 由 磁场 
he i ee 
及 它 永 远 平 行 于 n 的 方向 (§82 内 的 z 轴 ), 所 以 , 按照 与 (82. 18) 
的 类 人 我 们 立即 可 以 写 为 


nn 二 10 七 qg 二 17% 十 fno> (83. 12) 
这 两 个 值 相 应 于 [与 (82.20) 上 比较 ] 矢 量 E( 或 D) 的 二 个 分 量 的 比值 
Hs,= tih,, (83. 137 


也 即 是 波 是 左旋 和 右 旋 加 偏振 的 。 我 们 还 注意 到 ， 矢 量 n 的 健 与 
它 的 方向 无 关 ; 所 以 , n 的 方向 和 射线 矢量 s 的 方向 相同 。 

这 样 一 来 ， 我 们 看 到 ， 自 然 旋光 性 的 各 人 向 同性 物体 的 光学 性 
. 质 ， 和 磁场 内 非 旋 光 性 的 物体 所 得 到 的 性 质 相 似 ， 它 具有 双 图 折 
壬 ,而且 狠 全 损 流 在 其 中 传 活 时 ; 仿 报 平 同 发 和 施 铺 . 在 射线 路 程 
单位 长 度 上 的 旋转 角 等 于 wf/2c。 


对 物质 的 两 种 立体 异 构 体 , 常数 9 的 正 负 号 , 因而 旋转 的 方向 
是 相反 的 , 为 此 我 们 称 为 右 旋 和 左旋 立体 蜡 构 体 。 

与 磁场 内 偏振 面 的 旋转 不 同 , 在 自然 旋光 性 物质 办 , 旋转 的 数 
值 和 正 负 号 都 不 傅 顿 于 光线 的 传播 方向 。 因 此 ， 如 果 在 自然 旋光 
性 媒质 内 , 线 候 振 光 通过 同一 路 程 两 次 (来 回 ), 则 它 仍 在 原来 的 平 
面 内 偏振 化 ( 即 偏 氛 面 不 变 )。 

我 们 现在 来 研究 自然 旋光 性 的 晶体 。 在 这 里 我 们 不 准备 系统 
地 分 析 各 种 可 能 的 对 称 情况 (参阅 本 节 例 题 ), 而 只 是 指出 , 存在 对 
称 中 心 时 不 可 能 有 自然 旋光 性 , 但 存在 对 称 斑 面 或 狗 像 炉 动 轴 时 ， 
可 能 存在 自然 旋光 性 。 应 着 重 指出 ， 晶 体内 存在 自然 旋光 性 的 条 
件 ， 并 不 与 容许 晶体 存在 两 种 铣 像 异 构 体 ( 称 为 对 映 体 ) 的 条 件 相 
同 , 后 者 是 更 为 严格 的 条 件 , 不 但 要 求 不 存在 对 称 中 心 , 而 且 也 要 
求 不 存在 对 称 平 面 。 由 此 可 兄 , 晶体 可 能 是 旋光 性 的 , 并 且 可 能 和 
它 的 镜像 相同 。 

当 自 然 旋 光 性 晶体 内 ( 单 轴 或 双 轴 的 ) 有 波 矢量 为 任意 方向 的 
光线 传播 时 ， 我 们 实际 上 所 遇 到 的 是 通常 的 线 价 振 小 的 双 折 射 现 
象 ， 因 而 守 及 旋光 性 基本 上 归 业 为 以 坏 长 比 小 (一 级 小 量 ) 的 椭 加 
仿 振 代替 严格 的 线 偏 振 。 

只 有 光 轴 方向 是 一 个 例外 , 在 光 轴 方向 上 , 车 不 计 天 旋光 性 ， 
。 非 涅 耳 方 程 的 两 个 根 相等 。 在 这 些 方向 上 ， 晶 体 的 自然 旋光 性 现 
象 和 各 向 同性 物体 的 旋光 性 相似 发生 一 级 的 双 图 折射 现象 以 及 
线 俩 振 波 的 偏振 平面 相应 地 转动 。 当 波 矢 量 偏离 光学 轴 方向 时 ， 
这 些 现象 很 快 地 洽 尖 。 

要 定量 地 计算 晶体 内 的 自 站 旋光 性 现 象 ,最 方便 的 不 是 利 利用 EE 
表示 D 的 式 子 ， 而 是 利用 D 表示 对 的 倒 易 式 ( 如 在 § 82 内 进行 
的 )。 精 确 到 一 级 量 , 这 些 公式 为 . 

E;= 01D;, + [DG 1;, (83. 14) 


468 第 十 一 章 ”各 向 异性 媒质 内 的 电 矿 波 
人 与 前 面 引进 的 矢量 名 的 关系 为 
Gi=— 


I 
Ts SR gk 


[参阅 (82. 13a) ]。 由 于 这 个 式 子 和 (82. 7) 式 形式 相同 ,因而 (82. 9)、 
(82. 10) 式 也 仍然 有 效 。 在 这 些 方程 内 ，G 是 矢量 GG 在 nn 方向 上 
的 投影 。 若 把 G 写 为 - 
Gi 一 CI721 (83. 15) 


[类 似 于 (83. 8) 式 1, 则 这 投影 与 
nG = Gipning | (83. 16) 


pe . 

这 个 二 次 式 决定 自然 旋光 性 晶体 的 光学 性 质 。 张 量 Gi 本 身 
不 一 定 是 对 称 的 ,- 但 是 如 果 把 它 分 开 为 对 称 的 和 反对 称 的 部 分 划 
写成 (83. 16) 的 形式 时 反对 称 部 分 消失 。 因 此 , 我 们 得 到 精 论 ， 在 
f 完 自然 旋光 性 晶体 的 光学 性 质 时 ， 我 们 可 以 认为 张 量 Gin 是 对 
称 的 。 


例 题 


就 求 且 晶体 的 对 称 性 对 张 量 Gix 的 分 量 所 加 上 的 限制 。 

解 . 在 任何 转动 下 , 去 张 量 Giz 的 行为 和 其 张 量 相同 ; 特别 是 , 二 次 以 上 
的 对 称 埋 的 存在 , 如 同 对 二 秩 的 里 对 称 张 量 一 样 ， 引 起 与 轴 垂 直 的 平面 内 出 
现 和 完全 各 向 同性 。 奈 张 量 Gix 在 反射 时 的 行为 决定 于 它 与 三 秩 的 芙 张 量 等 
值 这 一 事实 ; 即 是 在 使 二 秩 凌 张 量 的 一 个 分 量变 号 的 任何 反射 下 ，Gx 的 相 
应 分 量 保持 不 变 , 反之 亦 然 。 例 如 , 在 yz 平面 内 反射 时 , 分 量 Gor，Gzz，Gys 
变 号 , 而 Gzy, Gez 保持 不 变 。 

下 面 对 守 脏 自 然 放 光 性 的 全 部 卓 类 ， 询 出 张 量 Gi 的 不 为 雳 的 各 分 量 。 


”我 们 选择 z 轴 为 三 次 .四 次 或 六 次 的 对 称 贡 ,或 者 为 唯一 的 二 次 对 称 轴 ( 在 品 


类 02, Cs 办), 而 在 晶 类 0; 内 ， 选 择 它 恒 直 于 对 称 不 面 ， 当 存在 三 个 五 相 赴 
直 的 对 称 轴 时 , 坐标 轴 和 它们 相合 。 
品类 01: Gx 的 全 部 分 量 
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部 类 Cz: Go Gyyp Gzz Gzy; 适当 地 选择 XZ 轴 和 y 转 , 可 以 使 Coy 变 为 


品类 Cs: Gzz,Gya; 适当 选择 zy 地 , 可 以 使 其 中 一 个 变 为 需 。 

蜗 类 Cz,: Goy(zz 平面 和 yz 平面 与 对 称 面 重合 )。 

器 类 D2: Gzz, Gyy, Gzzo 

晶 类 03.04、Ce、Ds.Ds、 De: Goz= Gyy Gyro 

虞 类 5: Gzzz 二 一 Gyyy Gzoy; 适 当选 掺 x. 9 韩 , 可 使 其 中 一 个 变 为 穹 。 

时 类 Dzo: Gzy(z 轴 和 4 轴 在 全 直 的 对 称 平面 内 )。 

另类 7T.O: Goz 一 Coy 一 Gazzo 

应 该 指出 的 是 , 在 晶 类 S54 和 和 Dza 的 单 轴 晶体 内 ， 如 果 汞 量 m 在 z 二 方向 


下， 因为 Gzs=0, 只 C83. 167? 汐 标量 变 为 圭 。 这 表明 在 这 些 癌 体内， 在 光学 轴 
方向 上 不 存在 自然 旋光 性 效应 。 


在 品类 0z, 的 双 埋 晶体 内 , 光学 堤 在 一 个 对 称 焉 面 内 。 但 是 对 于 在 xz 下. 


面 或 ys 在 面 内 的 矢量 mn,，(83.16) 友 的 标量 在 现在 的 情况 下 也 变 为 老 ， 于 是 
在 光学 轴 方 向 上 也 不 存 旋光 性 效应 。 单 笠 品 类 C 是 容许 仿 振 面 在 光学 吉方 
向 有 旋转 现象 但 不 容许 有 对 回 形态 的 唯一 晤 类 。 


第 十 二 章 快速 粒子 通过 物质 


§ 84. 快速 粒子 在 物质 内 的 电离 损失 . 非 相 对 论 情 况 

快速 带电 粒子 通过 物质 时 使 物质 的 原子 电离 ， 辐 时 损 类 本 身 
的 能 量 O。 气体 内 的 电离 损失 可 以 认为 是 由 于 快速 粒子 与 各 个 原 
子 磁 播 的 车 果 。 在 医 聚 媒 质 内 (固体 和 液体 媒质 ), 可 以 同时 有 许多 
个 原子 与 飞 过 的 粒子 发 生 相 互 作用 。 这 种 情况 对 粒子 能 量 损 失 的 
影响 , 从 宏观 的 观点 看 来 , 可 以 看 作 是 粒子 的 电荷 使 媒质 发 生 介 电 
极 化 的 糙 果 。 首 先 我 们 从 粒子 的 非 相 对 论 速 讼 的 情况 来 研究 这 种 
效应 。 如 从 以 后 所 得 到 的 烙 果 看 出 的 ,在 这 种 情况 下 , 媒质 的 极 化 
对 粒子 能 量 损失 的 影响 很 小 。 但 是 由 于 这 种 方法 可 以 推广 到 共 他 
情况 , 因此 这 些 推导 在 方法 更 上 还 是 有 意义 的 。 

首先 我 们 来 说明 对 这 种 现象 容许 从 宏观 观点 来 研究 的 条 件 。 
速度 为 " 的 运动 粒子 在 离开 其 路 程 * 处 所 产生 的 场 的 必 分 解 主要 


包含 与 过 辐 数量 级 的 频率 项 (“ 磁 手 时 间 ” 的 倒数 )。 频 率 为 "之 wa 
的 场 分 量 可 以 使 原子 电离 ; 其 中 wo 为 相应 于 原子 内 大 多 数 电子 运 
动 的 某 一 平均 频率 。 因 此 ， 如 果 坟 大 于 原子 问 中 ， 则 粒子 将 同时 与 


许多 原子 发 生 相 互 作 用 ; 在 凝聚 物体 内 , 原子 间距 和 原子 本 身 的 继 
度 a 为 同一 数量 般 。 这 样 一 来 ， 我 们 得 到 条 件 >awo， 也 即 是 致 
电离 粒子 的 速度 必须 大 于 原子 内 电子 的 速度 《或 者 至 少 其 中 大 多 


Q@ 按照 习惯 ,我们 称 为 “ 电 痪 损失 ”全 其 中 当然 也 包括 激发 . 原 于 分 立 部 级 所 引 
起 的 通 量 误 失 。 
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数 电 子 的 速度 )@。 

我 们 现在 来 求 出 在 物质 媒质 内 运动 的 带电 粒子 所 产生 的 场 。 
在 非 相 对 瞧 的 情况 下 , 只 须 考 虑 由 一 个 标量 势 9 所 定义 的 电场 ,这 
标量 势 满足 泊 松 方程 : . 

. SA9= 一 4mre8(r 一 vt)， (84. 1) 
其 中 把 “ 介 电 常数 ”作为 算 符 ， 而 等 式 右 侧 的 式 子 es(r 一 vt) 为 以 ， 
恒定 速度 v 运动 的 点 电荷 所 产生 的 密度 @。 

把 9 展开 为 坐标 的 傅立叶 积分 : 


9 一 了 eizrc7. (84. 2) 


闪 拉 芝 拉 方程 人 用 到 这 等 式 的 车 全 我 们 得 到 


> 十 co 


Ag 一 一 | peeorapz 


由 此 和 看 出 ,Ag 的 傅立叶 分 量 等 于 
(Ap)r = — Vpxk. 
另 一 方面 , 取 (84. 1 式 两 侧 的 傅立叶 -分量 , 我 们 有 


8(Ag)r 一 一 二 jj4rescc 一 ve eikray 一 ae . 


比较 两 个 式 子 , 我 们 得 到 


—it9 





89xk 一 : 5 
由 此 看 出 , px 与 时 间 的 关系 由 因子 ex 表示 。 但 是 算 符 8 s 作用 在 


@ ”对 于 粒 于 的 能 量 媚 ,由 此 得 到 条 件 : 
EEI. 
忒 中 可 为 粒子 的 质量 , 为 电 于 的 质量 , I 为 原 于 肉 大 多 数 电子 的 某 一 平均 电离 部 最 。 


-图 假定 粒子 尾 直 和 粮 运 动 ， 因而 我 们 略 去 了 对 上 述 周 题 常 常 存在 的 散射 现象 。 
若 粒 于 的 电荷 为 ze, 姑 在 本 季 和 下 节 内 ,有 关 衣 量 损失 的 公式 都 必须 生 . 上 22。 
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画 数 e-i2t 上 为 用 s(w) 与 它 相 柔 。 因 此 , 最 后 得 到 px 的 式 子 为 


—itbvEk 


Pk gk 
电场 强度 的 侍 立 叶 分 量 与 场 势 的 传 立 叶 分 量 的 关系 为 
,Exe = —gradpye'kr— — ikgxre's, 
或 者 Ex 一 一 zkgx。 由 此 可 见 ， 


二 ek —itKv ¢ 
Pe Ce 


反 过 来 对 它 的 傅立叶 分 量 求 和 , 我 们 得 到 总 电场 强度 为 


E= | Er eikrd3p. (84. 4) 
我 们 所 成 兴趣 的 运动 粒子 所 受到 的 能 量 提 类 ， 不 外 是 粒子 所 
产生 的 场 肥 过 来 作 用 在 粒子 上 的 朝 致 力 eE 所 作 的 功 。 取 粒子 所 
在 的 点 即 开 一 vt 点 处 的 场 值 后 ， 我 们 在 (34. 4) 式 的 被 积 式 内 得 到 
一 个 因子 ex, 它 与 Ex 的 表达 式 (84. 3) 内 的 因子 e-trvt 相互 括 
消 。 因 此 , 屯 禾 力 下 由 于 列 积分 给 出 : 
ie f Ek 
be 2 | eo 


一 Oo 


显然 , 力 玉 的 方向 与 速度 v 的 方向 反 平 行 ; 选择 后 者 的 方向 为 
z 轴 。 引进 符号 bos0 二 w, g 一 W 码 十 下 ,并 用 2zrgd9 代替 dk,dkz, 我 
们 可 以 将 F 的 经 对 值 改 写 为 


十 mm qo 


_ ie? quodgqde 
Fe | IR (45) 


g 的 积分 上 限 的 选择 参阅 下 面 。 
”关于 (84. 5) 式 内 对 dw 的 积分 , 我 们 还 必须 作 下 列 的 说 明 。 当 
wo0 时 , 画 数 s(w) 一 1， 并 且 积 分 是 对 数 发 散 的 。 这 种 情况 的 产 


$ 84. 己 速 粒子 在 物质 内 的 电 高 损失, 非 相 对 论 傅 况 ” 473 
生 , 是 由 于 实际 上 我 们 必须 从 场 EE 内 减 去 粒子 在 芙 空 内 ( 即 s=1) 
运动 时 所 出 更 的 场 ; 显然 , 这 场 并 不 影响 粒子 在 物质 内 所 受到 的 能 


量 损失 。 这 种 相 减 只 是 使 (84. 5) 的 被 积 式 内 以 (证) 一 1 代替 二 ， 


然后 积分 就 变 成 是 收 敏 的 。 但 是 如 果 把 从 一 到 十 ce 的 积分 理 
解 为 从 一 情 到 十 五 然后 倒 吾 一 ce 的 积分 , 则 不 进行 上 述 的 代 换 , 也 
可 以 得 到 相同 的 辕 果 。 由 于 画 数 sa'(w) 是 偶 的 ,因而 被 积 式 内 的 实 
数 部 分 为 频率 的 奇 画 数 , 和 并且 用 这 种 积分 方法 积分 时 变 为 雳 ; 被 积 
式 内 上 错 数 部 分 的 积分 是 收 倒 的 。 





下 面 有 时 更 为 方便 的 是 利用 符号 : 
式 路 (w), "(wm) 分 别 为 偶 画 数 和 奇 画 数 ， 而且 7" 一 一 jz 一 0。 
(84 后 式 可 以 写成 明显 的 实数 形式 

-22[ fg ‘|n" Cw)| i 


慑 二 攻 训 入 居 下 记 各 而 二 晤 时 顷 关 为 轧 致 力 在 这 
路 程 土 所 作 的 功 , 也 即 是 恰好 等 于 F。 
按照 量子 力学 的 普通 规则 ， 波 矢量 为 k 的 场 的 传 立时 分 量 伟 


递 给 被 电离 电子 (3 电子 ) 的 动量 为 uk。 dg 人 名) 的 久光 分 大 
时 , 我们 有 妃 一 人 2 十 号 wd 于 是 所 传递 的 动量 近似 地 等 于 hq。q 的 
给 定 值 相应 于 “ 瞄 蕉 距离 "为 一 二 的 碰 播 。 因 此 ， 上 述 宏观 方法 可 
以 应 用 的 条 件 需 要 开交 ea。 为 此 , 我 们 取 满足 条 件 人 <<qo < 二 的 go 


信 为 积分 的 上 限 。 量 了 (qo) 为 快速 粒子 所 受到 的 能 量 损失 , 其 传递 
给 原子 内 电子 的 动量 不 超过 hqo。 
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在 (84.7) 式 对 dg 进行 积分 后 ， 我 们 得 到 





人 In" Co) 1 Im 各 dao- (84. 8) 


这 个 公式 在 普通 形式 下 已 不 能 再 进行 变换 , 但 由 引入 相应 的 符号 ， 
可 以 把 它 写成 更 方便 的 形式 。 
首先 , 我 们 计算 积分 


oOo’ 十 om 

rr ee 
| (w)dw 人 | ; dw 
0 8 


为 此 注意 到 ， 如 果 在 复 平面 w 内 对 由 实 轴 和 无 限 大 上 全 网 所 形 
成 的 过 路 进行 积分 , 则 积分 变 为 雳 , 因为 被 积 式 在 上 和合 平 面 内 无 极 
后。 当 。 的 值 很 大 时 , 图 数 s(w) 由 (59.1) 式 求 出 : 


dreN. 
s(w) 一 1 一 (84. 9) 


利用 上 式 对 无 限 大 中 加 e 进行 积分 , 粘 果 得 到 @ 





Ne 2 Ne (a. 10) 
ee 一 平均 频率 , 定义 它 为 
Mo Or sao CD ino do, (84. 11) 
fama 
利用 这 一 一 符号 ， (84. 8) 式 可 以 写 为 
F(go) Se inga2， 84 12) 


中 ”这 个 值 和 积分 eco 的 值 相等 ( 参 开 (62. 14))， Ey 因为 当 


. 1o1 一 cof 有 1 1 一 1， 天 询 NE 
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在 这 里 我 们 必须 作 如 下 的 说 明 。 从 (84. 7) 或 (84. 11) 式 的 形 
式 看 来 ， 可 能 会 认为 :对 (84. 12) 的 电离 损失 作出 主要 贡献 的 只 是 
存在 显著 吸收 的 频率 区 域 。 但 是 并 不 是 一 定 如 此 , 在 上 述 公式 内 ， 
也 可 能 包含 来 自 s 很 小 的 区 域 的 显著 贡献 。 这 原因 在 于 在 这 些 
频率 区 域内 ， 画 数 s(o)=:s' (w) 可 能 通过 鞍点 。 但 是 从 (84. 5) 式 
看 出 , s(w) 的 零点 为 被 积 式 的 极点 。 当 然 ,， a”(w) 实 际 上 并 不 严格 
地 等 于 零 , 因而 画 数 s(o) 的 雳 点 并 不 是 恰好 在 实 轴 上 上， 而 是 在 它 
下 面 一 些 。 这 表明 ， 在 利用 通过 零点 的 s(w) 的 实数 表达 式 时 ， 必 
须 从 上 面 稀 过 被 积 式 的 极点 ， 因 而 这 对 积分 作出 相应 的 贡献 。 例 
如 ， 如 果 画 数 s(w。) 由 (64.5) 式 给 出 ， 旧 由 于 焰 过 极点 土 o.( 这 时 
s(w1) 一 0) 对 (84. 12) 的 韧 致 所 作 的 责 献 ， 如 从 对 (84. ) 式 的 直接 
计算 所 容易 证 明 的 , 等 于 
A7N et qi 
1 








| 770205 ww 
为 了 求 出 能 量 损失 (qi) ( 共 所 传递 的 动量 不 超过 某 一 值 qi 
>deo)， 必 须 把 (84. 12) 式 与 由 量子 力学 碰 播 理 芥 所 得 出 的 相应 于 
与 单个 原子 磁 手 的 能 量 损 失 的 公式 “和 结合 ”起 来 。 我 们 之 所 以 可 以 
这 样 作 ， 是 四 于 这 两 个 公 趟 的 应 用 区 域 是 重 倒 的 。 从 磁 播 理 其 可 
知 , 动量 传递 在 hag 范围 内 的 能 量 损失 为 


_ 47Net dg : 4 i: 
万 一 47Ae ug 4. 


而 且 这 个 公式 对 符合 动量 和 能 量 守恒 定律 的 q 六 we/u 的 任何 值 ， 
都 可 以 应 用 (在 非 相对 渝 情况 下 ) 只 要 所 传递 的 能 量 小 于 快速 粒子 
原来 的 能 量 @。 全 部 9 值 在 go 和 9i 之 问 的 能 量 损失 相应 地 为 

(a 参 开 “二 于 力学 ”，§ 121; 此 处 的 外 与 那里 所 引进 的 “有 鸭 地 我 "相差 一 个 内 于 


l 《84.13) 式 相应 于 与 自由 电子 的 碰 擅 。 但 是 它 的 应 用 区 或 (9 六 wo/2) 可 以 推广 到 这 
样 的 9 值 , 这 时 原子 内 的 电 寺 实际 上 还 不 能 认为 是 自由 的 。 后 者 要 求 9 六 wo/vo (zw 为 
原 于 内 大 多 数 电 了 的 速度 的 数量 狐 ), 这 时 5 电子 的 能 量 加 92/2m 很 人 于 原子 的 能 量 。 
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dr Ne dr Ne i 
mov” do 


把 这 个 量 加 到 (84. 12) 式 内 时 , 我 们 必须 用 qi 代 换 go, 于 是 

FR(q) = dehn 型 2 (84.14) 
pe 则 原子 电子 所 得 
到 的 能 量 等 于 妃 ,一 往生。 引进 这 个 量 后 , 我 们 写 为 


FB) 一 -人 en2m 避 (84. 15) 





这 个 公式 给 出 快速 粒子 (例如 电子 ) 由 于 电离 作用 而 引起 的 能 量 损 
失 , 这 时 所 传递 的 能 量 不 超过 轧 。 这 公式 和 从 微观 观点 研究 磁 摄 
而 不 计 及 原子 间 的 相互 作用 所 得 到 的 普通 公式 不 同 的 地 方 ， 只 
是 “电离 能 ?的 定义 不 同 ， 现 在 的 “电离 能 ”为 jz。 但 是 原子 的 平均 
电离 能 量 ( 对 电子 求 焉 均 ), 一般 膏 来 , 差不多 不 依赖 于 它 与 基 他 原 
子 的 相互 作用 , 因为 其 中 起 主要 作用 的 是 内 层 电 子 , 它们 差不多 不 
受 这 种 相互 作用 的 影响 。 但 是 在 现在 情况 下 ， 这 个 量 只 出 现在 对 
数 符号 内 , 因而 它 的 精确 定义 对 能 量 损失 的 数值 的 影响 更 小 。 

当 快速 的 重 粒子 受到 地 致 时 ， 传 递 输 原 子 电 子 的 极 大 能 量 等 
于 2mo”, 但 仍 小 于 重 粒子 本 来 的 能 量 @。 把 这 个 值 代 大 (84. 15) 式 
”内 代替 其 中 的 可 ,于 是 我 们 得 到 重 粒子 的 总 电离 损失 为 


_47Nes 2mvo” 


@。 参天“ 量 于 力学 ”8 121, 公式 (121.13)。 

四 ” 当 重 粒子 与 电子 磁 扩 时 , 所 传递 的 极 大 动量 hqmax 小 于 粒 于 的 动量 Mv。 因 

性， 各 被 于 如 其 的 灾 化 甲 盾 hq; 今 这 个 能 量 等 于 电子 的 能 量 , 我 们 得 到 
= =hvq<hvg, 


由 此 得 到 hqmax = 2mv, Bimax = 2mv?。 
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这 公式 和 通常 应 用 的 公式 下 不 同 处 , 只 是 电离 能 量 的 定义 为 Ra。 
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当 速 床 接 近 于 光束 时， 媒质 的 极 化 对 快速 粒子 的 韦 致 作用 的 
影响 , 如 我 们 将 看 到 的 , 不 但 在 凝聚 媒质 内 , 甚至 在 气体 内 , 也 可 能 
变 成 是 很 重要 的 @。 

为 了 推导 出 相应 的 公式 , 我 们 应 用 类 似 于 前 一 节 所 用 的 方法 。 
但 是 这 时 我 们 必须 以 完全 的 麦克 斯 韦 方 程 粗 为 出 发 点 。 当 在 在 外 
电荷 (空间 密度 为 px) 和 外 电流 (密度 为 ]4) 时 ,这 些 方程 变 为 @@ 








divH=0, rot 瑟 = 一 填写 (85. 1) 
div 8E = 4mp%, rotH= 荆 OA, 《85. 2) - 
“在 现在 的 情况 下 , 外 电荷 和 外 电流 的 分 布 由 下 列 式 子 给 出 : 
pn=ed(r—Vvi), j=~=eva(r—vt). (85. 3) 
按照 通常 的 定义 , 引进 标量 势 和 从 量 势 : 
Ht Eg (85. 4) . 


coc. ot 
因而 方程 (85. 1) 恒 被 满足 。 对 矢量 势 A 和 标量 势 9， 我 们 加 上 上 附 
加 和 条件 : 
divA+ 寺 Sep-0， (85. 5) 
C 9 


这 条 件 是 “ 旺 射 理 葵 "” 中 通常 的 " 洛 偷 兹 条 件 ” 的 推广 。 于 是 将 (85. 4 
式 代 人 (85. 2) 式 , 得 到 势 的 方程 为 


@ 参天 “ 量 于 力学 ” $ 122, (122. 10) 式 。 

@” 这 效应 由 孔 . 发 业 指 出 (1940), 并 便 对 被 往 为 再 振 于 的 诛 了 于 所 组 成 的 特殊 所 
体 模型 进行 了 计算 。 下 面 叙 述 的 普 副 推导 是 由 I. 朗 道 提出 的 。 

图 “我 们 处 处 假定 Cw)= 因为 在 对 所 高 损失 起 重要 作用 的 频率 下 ， 物 质 的 行 
为 和 非 磁 性 物质 相同 ，. . 
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人 2 
ye Cs 一 和 eva(r- vt), 
c” ot 
7 (85. 6) 
a 3 PN- 二 
人 (Ag 7 2 47red(r—vi). 


我 们 把 A 和 9 展开 为 坐标 的 傅立叶 积分 。 在 (85. 6) 式 的 两 
侧 取 伟 立 叶 分 量 , 我 们 得 到 (与 $ 84 上 比较 ) 


2 FA ev _; 
&2A < kK e—ikvt 
x oat2 272c 


人 (trpx + 二 时)- pe | 
由 此 看 出 , Ax 和 yx 与 时 间 的 关系 由 因子 e-ikvt 给 出 。 再 引进 符号 
ww 二 Kv 一 ksv, 我 们 得 到 














Sh 62 VY - oo—iwt 
Ar ~ 9me p22 OY 
(85. 7) 
9 -ee 1 ios 
KE 2 (0) p2— wr 8 
电场 强度 的 傅立叶 分 量 为 
Ex 一 各 As —ikyr. (85. 8) 


利用 所 得 到 的 公式 , 和 前 一 节 内 所 进行 的 相同 , 可 求 得 作用 于 
粒子 上 的 志和 致力 下 =eED。 和 采用 相同 的 符号 , 我 们 现在 求 得 这 个 力 
. 的 数值 为 





(85. 9) 


@ 至 于 了 腑 力 人 [VYH], 从 对 称 性 看 出， 它 变 成 零 ( 我 们 这 里 不 提 这 力 与 粒 于 的 束 
” 度 重 直 因 而 一 般 对 粒 于 不 作 功 这 一 点 )。 
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当 c 一 co 时 , 这 个 式 子 当然 变 成 (85. 4) 式 。 
首先 我 们 来 对 频 素 进行 积分 。 注 意 到 由 于 在 复 平面 w 内 进行 
积分 ， 我 们 首先 必须 髋 明 ， 被 积 式 在 上 个 平面 的 那些 点 处 有 极点 。 
画 数 a(@) 在 这 区 域内 饶 无 奇 点 , 也 无 需 点 ; 因此 , 所 求 的 极点 只 能 
是 表达 式 
妆 oo 总 - 吉 ) ga 
的 零点 。 我 们 现在 证 明 ， 当 正 的 实数 g* 为 任何 值 时 ， 这 个 式 子 只 
对 名 的 一 个 值 变 为 才 。 ~ 
这 证 明 的 进行 和 8$ 62 内 证 明 画 数 s(w ) 的 等 点 相 类 似 。 裔 








of s(o) TI \， Cc 
A 7 
我 们 来 研究 积分 
[df(o) do 
2 do flo)—a’ 一 oo > yo . 
这 积分 对 由 实 轴 和 无 穷 大 和 图 所 形成 


的 过 路 C 进行 (图 .43)。 画 数 了 (wow) 在 
上 宇平 面 内 〈 以 及 实 轴 上 Q@) 无 极点 ; 
因此 上 述 积 分 直接 给 出 画 数 了 (o) 一 q 
， 在 上 中 平面 内 的 雳 点 数目 。 为 了 计算 
“起 见 , 我 们 把 这 积分 写 为 
1 af 


2mi 了 了 一 C 
oo! 





(85. 10) 





当 w= 二 0 时; 丽 数 f=0。 当 为 正 的 实 值 时 ,我 倍 有 Imf>0, 而 当 
为 灸 值 时 ， 有 Im 了 一 0, 在 无 穷 远 处 ,f 一 一 o 作 加 一 二 ) 因此 ， 当 


@ 在 金属 内 , 当 w=0 时 E(w) 有 一 极点 ,但 28 总 是 趋 近 于 办。 
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通过 一 个 侍 图 时 ， f 通过 一 无 劣 大 的 回 。 由 此 看 出 在 了 平面 内 
的 积分 通路 Cr 的 形状 ， 如 图 49 所 示 。 衣 4= 亚 为 正 实数 (如 
图 43 止 所 示 )。 于 是 燃 0' 一 周 ， 复 数 宗 量 了 一 a 改变 3， 而 且 
(85. 10) 的 积分 等 于 1。 这 样 上 述 的 其 断 即 已 被 证 明 @。 

而 且 容 易 看 出 ， 方 程 f(w) 一 g? 一 0 的 这 个 唯一 的 根 在 虚 轴 
上 。 实 际 上 ， 当 几 为 纯 虑 数 时 ， 画 数 (ww) 以 及 画 数 s(w) 为 实数 ， 
工 且 取 从 0 至 < 的 全 部 值 , 其 中 包含 人 9 的 全 部 正 值 。 

拒 们 回 到 (85. 9) 内 对 du 的 积分 


可 以 把 它 写 成 对 退路 CO 的 积分 与 对 无 穷 大 守 加 的 积分 之 送 的 形 
式 。 其 中 第 二 个 积分 等 于 


dw . 
—— = $y 
Cu 


而 第 一 个 积分 等 于 被 积 式 相对 于 它 的 唯一 极点 的 留 数 乘 上 2mi 
我 们 把 w(g) 理 解 为 由 下 列 等 式 


o( 癌 ~ 真 ) 一 时 (85. 11) 
所 定义 的 夯 数 。 于 是 扶 照 求 密 数 的 热 名 规则 9， 我 们 得 到 对 浊 路 
C 的 积分 等 于 
人 | 
27ri 本 全 分 2 E Ee eA 
-站 | 二- 章 )| i 





@ 如 果 江 为 负数 , 则 太 C' 一 周 时 宗 量 了 一 a 改变 4r， 于 是 (85. 10) 的 积分 等 于 


3, 换 旬 话 襄 , 方 程 f(w)= 一 1el 在 上 个 平面 内 有 两 个 零点 。 


. @ 玫 达 式 /z)V/p(z) 相 对 于 极点 z 三 2 的 留 数 等 于 f(z0)/9'(z0)。 
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把 所 得 到 的 式 子 集合 起 来 , 并 代入 (85; 9) 式 , 我 们 有 


oo- 二 i 1 

Fe | A A 

gdgq qd agd; 
dow 


或 者 在 第 一 项 内 , 用 对 dw 的 积分 代替 对 dg 的 积分 ， 





wW( qo) 
co 1 1 e” 0 、 
EE | | 2 2 | 
woO) 
2 (Zuo 1 1 
Ce ep ed8 Mr 
| (a ) ae 2 + 号 (2 i 
z x [oz(go) —w?C0) ]. (85. 12) 


大 的 4 值 相应 于 (85. 11) 式 的 根 的 大 的 绝对 值 w。 与 此 相应 ， 
利用 s(o) 的 表达 式 (84. 9), 我 们 求 得 





w2 (qo0) = -如 4 3 小 
式 中 引进 了 符号 : 
x 
c* 
代入 (85. 12) 式 后 , 我 们 得 到 
Yu gc/6 | 
.ee? Dm et ep 
P= | [sy 3 -1 a 2 Ne ~ Sh- (0) (85 13) 


(在 积分 内 ,只 只 须 保留 (go) 内 的 主要 项 - 世 各 ) 

(85. 13) 式 的 积分 对 二 的 纯 虑 数 进行 。 我 们 引进 实 变数 : "三 
三 全 ， 把 积分 的 下 限 表 示 为 w(0) 一 话 ， 同 时 再 引进 符号 (84. 6) 
二 一。 我 们 必须 计算 的 积分 为 z 

vg:3 


| [nCie") —1]o" do". 


专 
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画 数 mw) 在 虑 轴 上 的 值 可 以 用 它 的 虚数 部 分 在 实 轴 上 的 值 来 表 





niw") —1—2 引 dy 


[与 (62. 17) 式 比较 ]。 因此 ,我 们 得 到 积分 为 (与 0 比较 , 我 们 略 
去 了 2) 


2 EA Ee lo"go"ds_ 1 [ 
| | Cn mn ng ye 


a 13) 式 , 而 且 为 简化 书写 起 见 , 我 们 引进 符号 : 
nOQ=FmrTe),, (85. 14) ， 


式 中 短 横 玫 示 权 重 为 wy"(o)| 的 平均 , 如 在 (84: 11) 式 中 的 一 样 。 
于 是 , 我 们 得 到 


e2 2 | 
F(go) = 和 Ten ne aN + (85. 15) 


进一步 研究 这 公式 时 , 必须 分 别 考虑 两 种 情况 。 首先 假定 , 媒 
质 是 电介质 , 而 粒子 的 速度 满足 条 件 : 


oz 一 2 (85. 16) 
多 局 


式 中 so 一 s(0) 为 介 电 沼 数 的 静电 值 。 在 虚 轴 下， 醒 数 s(w) 从 w= 
一 0 时 的 so>1 单调 地 碱 小 为 。==ice 时 的 s 一 1。 但 (85. 11) 式 左 
侧 的 式 子 这 时 单调 地 从 0" 增 加 到 co。 因 此 ， 当 g==0 时 ，(85. 11) 
式 也 给 出 @ 一 0。 由 此 可 见 ， 在 (85. 15) 夫 必须 合 £&=0。 这 时 QQ 变 
成 平均 原子 频率 互 (84. 11): 
Figo) = DN | I or 如 (85. 17) 


当 w&c 时 , 这 个 公式 变 为 (54. 12) 式 , 正 是 应 当 的 。 
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go 值 满足 条 件 go 全， 其 中 “为 原子 间距 离 的 数量 级 (在 族 


聚 媒质 内 ，w 为 原子 的 线 度 )。 为 了 把 这 公式 推广 到 动量 和 能 量 传 
递 为 很 大 值 的 区 域 , 我 们 必须 和 前 一 节 内 所 作 的 一 样 , 把 它 和 通常 
的 磁 拖 理 葵 公式 “ 精 合 ”起 来 。 但 是 在 这 里 ， 这 种 “ 千 合 " 必 须 分 两 
步 进行 。 首 先 利用 (84. 13) 式 , 过 滤 到 相应 于 能 量 传递 大 于 原子 能 ， 
量 但 仍 为 非 相 对 其 的 4 值 区 域 。 这 时 (85. 17) 式 的 形式 不 变 , 但 其 


中 可 以 引进 8 电子 的 能 量 为 与 2。 我 们 用 及 表示 它 ,得 到 





2rNel, 2mgp .92 


其 次 ， 下 们 利用 相对 队 研 拉 理 只 的 公 趟 ， 可 以 过 滤 到 及 取 相 对 葬 
值 的 区 域 ， 按 照 这 理 其 ， 能 量 传递 在 和 可 +dB 内 的 秽 致 力 
等 于 





4 了 
0 (85. 19) 


如 果 B' 小 于 快速 粒子 与 自由 电子 碰撞 时 符合 动量 和 能 量 守恒 定 
律 的 极 大 能 量 传 递 到 ns。 的 话 [在 非 相 对 苓 情况 下 , 这 公式 和 
(84. 13) 式 相同 ]。 因 为 (85. 19) 式 积分 时 给 出 In 如 ,因而 十 分 明显 ， 
(85. 18) 式 的 形式 不 改变 , 因此 它 也 适用 于 如 .<Bimox 的 所 有 值 。 
重 粒 子 (质量 为 玫 ) 受到 塌 致 时 ， 优 递 给 电子 的 航 大 能 量 为 


272020 - 
Eimax 6 o 若 Eimax 仍 小 于 快速 粒子 的 总 能 量 妈 (为 此 必须 





M9), 则 自由 电子 所 受到 的 能 量 损失 的 微分 形式 为 


ey / 
mv ( ' 9me? OS 





这 式 子 对 2" 的 任何 值 均 适合 : 而 与 重 粒 子 的 种 类 完全 无 关 。 能 量 


@ 参阅 “ 场 论 ” 第 二 版 ，$ 12。 
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传递 为 从 Bi 到 万 ax (又 可 志 imax) 时 的 附加 [相对 于 (85. 18) 式 
.而 言 ] 能 量 损失 , 在 这 种 情况 下 为 

ar 2 = Clrnar 2 nox 一 2 和 e- 














ic2 m2 
x (ne 2me -与 ) , (85. 20) 
J Ee 
一 2ymv? , 
(m BB -与 ) (85. 21) 


公式 (85. 18) 和 (85. 由 通常 理论 所 得 到 的 公式 不 同 处 是 
“电离 能 量 ” 的 定义 现在 为 hd。 
我 们 现在 来 讨论 第 二 种 情况 , 即 粒子 的 速度 满足 条 件 : 

2 (85. 22) 

特别 是 对 于 金属 常常 是 这 种 情况 ， 因 为 共 中 as(0) co。 (85. 11) 

式 左 便 的 式 子 w? 乌 - 吉 在 这 种 情况 下 有 两 个 零点 在 蕊 轴 避 
上 = 个 检 碳 时 另 一 个 在 i 上 , 其 中 专 由 下 式 定义 

SCE - (85. 23) 


在 从 0 到 计 的 网 陋 内 ， wo/ 而 当 lol># - 


时 ， 它 取 从 0 到 一 的 全 部 正 值 。 因 此 ， 当 4g -0 时 , (85. 11) 式 的 根 
在 这 种 情况 下 趋 近 于 < 值 ， 这 即 是 必须 代入 (85. 14) 和 (85. 15) 内 
的 值 。 | 

在 这 里 我 们 要 区 别 两 种 极限 情况 。 如 果 & 值 小 于 原子 频率 
wo， 则 在 (85. 15) 式 内 可 以 略 去 最 后 一 项 ， 而 QH。 畦 果 我 们 重 
新 得 到 (85..17) 式 。 特 别 有 意 义 的 是 相反 的 极限 情况 ， 即 E> wo。 
因为 当 幸 的 值 很 大 时 ， 画 数 s( 论 ) 趋 近 于 1， 因 而 由 (85. 23) 式 可 
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知 , 这 种 情况 相应 于 粒子 的 超 祖 对 论 速 论 。 利 用 (84. 9) 式 的 So 
我 们 把 (85. 23) 式 写 为 





4m7Ne: ce2 
me v2” 





工 十 


由 此 得 
2 dN ev? TNe 
mep ma 
当 粒 子 的 速度 增加 时 ， 条 件 上 六 oo 最 后 变 成 在 任何 媒质 内 都 
满足 ， 也 即 是 不 更 电子 密度 六 为 何 值 (其 中 也 包括 气体 的 情况 )。 
但 是 入 越 小 , 也 即 是 媒质 越 寿 薄 , 所 需 的 速度 越 大 。 
从 (85. 14) 式 , 我 们 现在 有 DAE; 也 令 vc 我 们 发 现 (85. 15) 
a 短 余下 
全 2 


DmNes, mc 
P(go) = or In nN er 











用 和 上 面相 同 的 方式 ， 我 们 把 这 公式 推广 到 动量 和 能 量 传递 为 很 
大 值 的 区 域 ， 我 们 得 到 能 量 传递 不 超过 妨 ( 而 且 到 拉巴 mar) 的 超 


相对 其 粒子 的 能 量 捐 失 的 表达 式 为 
笃 C2 
FB, )=- Nn Bs. (85. 24) 


这 秸 果 和 由 未 计 及 媒质 的 极 化 的 通常 磁 揪 理 葵 所 痊 出 的 大 不 
相同 。 按 照 通常 的 碰 反 理 葵 , 在 超 相 对 恰 的 情况 下 , 当 和 粒子 的 能 量 
增加 时 ; 地 致力 了 (Bi) 也 继续 增加 (虽然 是 按照 指数 定律 , 增加 较 
慢 )。 但 媒质 的 极 化 引起 电荷 的 屏 项 作用 , 周 果 能 量 损失 的 增加 最 
后 竹 止 ， 井 且 趋 近 于 一 一 有 限 的 极限 值 ， 由 不 包含 6 的 《85. 24) 式 
和 给 出 。 

让 
直到 Bimax( 只 要 Bimas 小 于 粒子 本 身 的 能 量 ) 。 再 利用 (85. 20) 式 
(其 中 现在 可 以 令 w=c), 我 们 得 到 
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F= he | ns 1| | (85. 25) 
我 们 看 到 ， 总 埋 致 力 随 粒子 的 速度 继续 增加 一 一 依靠 有 大 能 量 依 
递 的 “ 近 ” 磁 拖 ， 这 时 媒质 的 极 化 没有 屏 项 作用 。 但 是 这 种 增加 要 

比 未 计 及 媒质 的 极 化 的 理论 所 给 出 的 慢 得 多 。 . 

我 们 还 注意 到 ， 在 (85. 24) 和 (85. 25) 式 的 对 数 宗 量 内 出 现 的 
电子 密 诬 W, 使 超 相 对 葵 粒 子 的 能 量 损失 具有 以 下 的 特征 : 当 这 粒 
子 穿 过 含有 相同 电子 数 (每 一 平方 厘米 表面 ) 的 不 同 的 物质 层 时 ， 
在 N 较 大 的 物质 内 能 量 损失 要 小 些 。 ， 

最 后 我 们 指出 ， 由 测量 快速 粒子 在 物质 内 的 能 量 损失 ， 在 原 
则 上 可 以 求 出 这 种 物质 的 函数 s( 论 )。 容易 证 明 ， 相应 二 情况 
(85. 22) 的 卫 的 精确 表达 式 满足 关系 式 : 


2 e2 2 
LE -和 和， (85. 26) 


式 中 Fo 为 (85. 18) 式 或 (85. 21) 式 所 给 出 的 值 。 万 是 测量 得 到 的 ， 
而 导数 < 加 吕 2 只 包含 已 知 景 (CW 0), 因而 可 以 计算 出 来 。 由 此 可 


见 , 利用 (85. 26) 式 , 可 以 使 的 每 一 个 值 与 ?的 一 定 值 对 应 , 然后 
从 (85. 23) 式 , 可 以 算出 相应 的 s(ié) 的 值 。 





”8 86， 罩 连 科 夫 辐射 | 
”在 透明 媒质 内 运动 的 带电 粒子 ， 在 一 定 的 条 件 下 发 射出 一 种 ， 
奇异 的 辐射 ， 它 最 初 由 I. A. 契 连 科 夫 和 C. I. 瓦 维 洛 夫 观察 到 ， 
并 由 .EE. 塔 姆 和 HH. M. 弗兰克 作出 了 理 葵 解释 和 计算 (1937?)。 但 
应 着 重 指 出 ， 这 种 王 射 和 实际 上 常常 由 快速 运动 电子 所 发 出 的 朝 
致 辐射 毫 无 共同 之 处 。 后 一 种 辐射 是 当 运 动 电 子 与 原子 碰 播 时 由 
运动 电子 本 身 发 射出 来 的 。 而 契 连 科 夫 现象 实质 上 是 媒质 在 运动 
粒子 的 场 的 作用 下 所 发 射出 来 的 一 种 辐射 。 当 粒子 具有 很 大 的 质 
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量 时 , 这 两 种 辐射 的 差别 特别 明显 地 表现 出 来 : 这 时 韧 致 辐射 完全 
消失 , 而 契 速 科 夫 辐射 一 般 不 发 生变 化 。 

在 透明 媒质 内 倩 播 的 电磁 波 的 波 矢 量 和 频率 的 关系 为 有 = 


= 了 式 中 n 二 M5 为 实数 折射 率 D。 另 一 方面 ,我 们 看 到 ,在 媒 


` 质 内 匀速 运动 的 粒子 的 场 的 传 立 叶 分 景 的 频率 与 波 矢 量 的 x 分 量 
(zx 轴 在 粒子 的 速度 方向 ) 的 关系 为 ww 一 zov。 为 了 使 这 种 分 量 代表 


自由 传播 的 波 ， 关系 式 一 和 ks 一 亿 不 应 相互 矛盾 。 因 为 必须 
二 ks, 因而 必须 满足 条 件 : 


> (86. 1) 
由 上 叱 可 见 ， 当 粒 子 的 速度 超过 媒质 办 藤 频 率 的 波 的 相 速 度 时 ， 即 埃 
生 频 率 为 w 的 辐射 。 | 


设 0 为 粒子 运动 方向 与 辐射 方向 问 的 夹 角 。 于 是 我 们 有 ,一 
一 zeosg 一 (2 )oosg， 与 等 式 ho 一 号 比 较 , 我 们 得 到 


eR i (86. 2) 
RV . 


由 此 可 见 , 9 角 的 一 定 值 相应 于 一 定 频 率 的 辐射 。 换 名 话说 , 每 种 
频率 的 辐射 朝 粒 子 运动 方向 向 前 发 出 ， 帮 且 分 布 于 开 度 角 为 如 的 
图 锥 面 上 , 其 中 9 由 (86. 2) 式 得 出 。 估 此 , 辐射 的 角 分 布 和 按 频率 
的 分 布 形成 一 定 的 关系 。 
电磁 波 的 辐射 ( 当 它 存在 时 ) 引起 运动 粒子 损失 一 定 的 能 量 。 
@ 我 们 仍然 认为 媒质 是 非 磁性 的 和 各 向 同性 的 。 关 于 各 向 异 性 媒质 内 的 契 沁 


科 夫 亏 射 ， 参 阅 下 列 著作 :，B.JL Tams6ypr， 卫 3TE, 10, 608, 1940; A.A.KozoxeH- 
crmi, IAH CCCP, 86, 1097, 1952; M. H. Karanon, REIT®, 28, 507, 1953。 


| 当 介 电 柱 体 放 在 介 电 常数 不 同 的 媒质 内 ， 沿 这 介 电 柱 体 轴 运 动 的 粒 于 所 发 出 
的 加 连 科 夫 静 射 ， 参天 B.A.Tuss6ypr MH. M. Ppanr, AH CCCP, 56,699, 1947。 
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这 种 损失 为 前 一 节 所 计算 的 总 损失 的 一 部 分 ， 虽 然 是 很 小 的 一 部 
分 @。 在 这 种 意义 上 ， 把 总 损失 称 为 “电离 损失 ” 并 不 是 十 分 精确 
的 。 我 们 现在 从 总 损失 中 来 找 出 这 一 部 分 ; 同时 我 们 求 出 执 连 科 
夫 瑟 射 的 强 许 。 
按照 (85. 9) 式 , 在 频率 间隔 do 内 的 能 量 报 失 由 下 式 给 出 
€ d a 
dp= 一 do 证 2( 坟 一 j= ps) Ey 
式 中 符号 马 表示 必须 对 含有 ww 一 土 |o| 的 各 项 求 和 。 引 进 新 变数 : 
-2 af3S_ 工 
=g of 总 
_ ie? [ dé 
沿 世 的 实 轴 积分 时 ， er z=0 (恰好 它 相当 
于 满足 关系 式 ?十 既 一 矿 )。 坟 过 的 方向 取决 于 , 虽然 我 们 仍 假定 
s(ow) 为 实数 (媒质 是 透明 的 ! )， 但 实际 上 它 包 含有 小 的 虚数 部 分 ， 
这 虚 数 部 分 当 w>0 时 为 正 的 ,w 一 0 时 为 负 的 。 相 应 地 , 上 也 包含 
有 负 的 或 正 的 小 朋 数 部 分 ， 因 而 必须 沿 通过 实 轴 下 面 或 上 面 的 路 
线 进 行 积分 。 这 表明 , 当 我 们 把 积分 路 线 移 到 实 击 上 时 , 必须 从 下 
面 或 上 面 黎 过 奇 点 。 这 样 的 米 过 也 对 dz 作出 臣 献 ， 而 实数 部 分 ， 
在 取 和 时 完全 洽 去 。 裔 沿 无 限 小 中 图 线 过 奇 点 , 我 们 得 到 


-ee 


这 样 一 来 , 我 们 最 后 得 到 公式 
2 2 
ap— (1 -3 ) :2 (86. 3) 
公式 给 出 频率 间隔 dw 内 的 辐射 强 底 。 按 照 (86. 2)， 这 辐射 集 


于 是 


RA 


@ ”这 损失 内 不 包括 地 致 辐射 。 i 
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中 在 角度 d6 内 : 


C ;网 
”728ing a (86. 4) 


将 (86. 3) 式 对 媒质 透明 区 域内 的 全 部 频率 进行 积分 ， 就 得 到 总 辐 
射 强度 。 

也 很 容易 司 明 契 连 科 夫 辐射 的 仿 振 半 题 。 从 (85. 7) 式 看 出 ， 
辐射 场 的 矢量 势 治 速度 v 的 方向 。 因 此 磁场 Hxs= ;i[kAx] 垂 直 于 
通过 v 和 射线 方向 k 的 平面 。 但 电场 (在 辐射 的 “ 波 带 ” 内 ) 垂直 
于 磁场 , 因而 也 在 上 述 王 面 内 。 

研究 物质 媒质 内 运动 的 粒子 的 辐射 团 题 ， 我 们 还 可 以 提 到 另 
一 种 效应 ， 这 种 效应 的 必然 存在 , 已 由 B. AI. 金 兹 堡 和 HI. M. 弗 兰 
克 指 出 : 当 粒 子 从 一 种 媒质 通过 另 一 种 媒质 时 , 必须 发 出 辐射 。 这 
种 “跃迁 ”辐射 在 原理 上 与 契 连 科 夫 辐射 不 同 的 地 方 是 ， 当 粒子 为 
任何 速度 时 都 必须 发 生 ， 而 不 仅 限于 速度 超过 媒质 内 光 的 相 速 度 
的 情况 。 它 与 赣 致 辐射 也 毫 无 共同 之 处 ( 刺 致 辐射 也 是 当 带 电 粒 
子 叉 射 到 两 种 媒质 的 分 界面 时 发 生 的 )。 和 对 契 速 科 夫 辐射 一 样 ， 
对 于 质量 无 限 大 的 粒子 ,这 种 差别 也 特别 明显 地 表现 出 来 , 这 时 得 
致 辐射 完 双 消失, 而 “跃迁 ”辐射 还 存在 @。 





@ 有 关 “ 绪 迁 ” 馨 射 的 详 租 计算 问题 ， 贿 园 B. 了 .ITE8367Dr 和 HH. M. Ppank 的 
论文 , 开 9T, 16, 25, 1946。 
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§ 87。 一 个 量 的 量子 起 伏 的 普通 理论 


电磁 起 伏 现象 的 研究 , 可 以 根据 起 伏 现象 的 普 台 理论 来 进行 。 
但 是 , 这 时 , 通常 的 理 苍 是 不 够 的 ， 因 为 其 中 假定 了 起 伏 是 古典 的 
( 非 量子 的 ) 和 热力 学 性 质 的 D。 因 此 ， 我 们 在 本 节 和 氢 述 不 用 上 述 
假定 的 起 伏 的 普 融 理 花 。 我 们 先 研究 只 有 一 个 起 伏 量 zz 的 情况 ， 
我 们 假定 它 是 实数 ， 工 且 这 样 定义 它 ， 当 系统 未 受到 外 来 的 作用 
时 , 它 的 平均 值 等 于 敌 。 

按照 量子 力学 的 规则 ， 我 们 引进 与 物理 量 zx(t) 对 应 的 算 符 
3(t)。 我 们 定义 它 的 “ 侍 立 叶 分 量 ”为 ®@ 


十 oo 


人 ,一 如- | HC) eiotat, (87. 1) 
或 者 反 过 来 ， 
a 
S(t1) = | beiot dw. (87. 2) 


算 符 和。 一 般 说 来 不 能 与 它 共 幅 的 算 符 从 三 -对 易 。 
在 不 同时 和 剂量 z(t) 的 起 伏 之 问 的 关联 由 画 数 


@ 参 嫩 ‘ 远 计 物理 学 ”第 三 有 版，$§ 117 一 120。 本 首 和 下 一 节 可 以 认为 是 “和弦 诗 
物理 学 ”第 十 二 章 的 继续 。 这 里 所 用 的 符 号 对 应 于 该 章 的 符号 。 

®@” 写 出 的 积分 灾 际 上 是 发 散 的 ;因为 |t1 一 oo 时 , z(t) 并 不 趋 近 于 老 。 但 是 这 一 
情况 对 于 下 面 推导 计 算 有 限 均 方 值 的 公式 并 不 重 赦 。 

我 们 很 感谢 C. M. 雷 托 夫 向 我 们 指出 这 种 水 舍 立 叶 分 量 的 方法 比 “ 统计 物理 学 ” 
$ 117 内 所 用 的 方法 优越 。 
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gC ERD EE ， (87. 3) 


表征 ， 其 中 横 楚 表 示 利 用 精确 的 量子 力学 几率 求 平均 值 9 由 于 状 
态 是 稳定 的 ， 这 画 数 只 依赖 于 差 值 z= 一 t。 将 (87. 2) 式 代 大 上 
式 , 我 们 得 到 


十 oo 
9(z) 一 1 3| [ee 十 公分 ed 


等 式 右 侧 的 积 分 , 如 果 被 积 式 内 包含 有 十 w' 的 8 夯 数 , 将 只 
是 1 一 的 函数 这 表明 必须 


Bd FEB) = (x) ,30 + 0). (87. 4) 
我 们 必须 把 这 式 子 看 作 是 量 (z2)。 的 定义 。 我 们 注意 到 这 个 量 明 
显 地 为 实数 [只 要 注意 到 (87. 4) 式 的 左 侧 和 右 侧 一 样 ， 只 当 w' 一 
= 一 o 时 才 不 为 零 , 而 变换 到 复数 共 起 表达 式 时 表明 名 变 号 , 也 即 
是 简单 地 % 与 o' 换 位 ]。 
将 (87. 4) 代 入 p(zr) 内 , 并 对 dw! 进行 积分 ,我 们 得 到 


pr) = i (za) eriarda。 (87. 5) 
特别 是 9(0) 不 外 是 起 伏 量 的 均 方 值 。 由 此 可 见 @， 


pe | (x2) ,dw. (87. 6) 


@ 大 家 知道 , 按照 统计 学 的 基本 原理 ， 平 均 后 的 精 果 实际 上 拭 不 依 屯 于 是 用 力 
学 方式 按 采 统 稳定 访 的 精确 波 画 数 求 下 均值 , 还 是 利用 吉 布 斯 分 布 求 盏 均值 。 差 别 只 
在 于 在 第 一 种 情况 下 , 所 求 的 量 是 用 物体 的 总 能 最 表示 ， 询 在 第 二 种 情况 下 是 用 它 的 
温度 来 表示 。 
| ®@ 与 “未 计 物 理学 "第 十 二 章 的 公式 比较 时 , 必须 注意 到 : 这 里 所 引进 的 最 (z?)w 
的 (在 那里 表示 为 lim1rw1?) 更 为 方便 的 归 一 化 , 与 前 者 相差 一 个 因 于 2 。 
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我 们 看 到 ， 量 (z?)。( 或 者 量 2(z2)。， 若 只 是 对 中 的 正 值 进 行 积 分 ) 
正好 是 起 伏 量 的 均 方 值 的 “性 密度 ”。 

裔 量 % 所 属 的 物体 在 某 一 个 给 定 (nm 一 M) 的 稳定 态 下 。 则 
(87. 4) 式 的 平均 值 为 算 符 的 对 应 的 对 角 征 阵 元 : 

tv) om Cv mnt 
| 十 (Ko') nmTo) mn]s 

式 中 求 和 对 全 部 的 能 级 性 进行 (由 于 算 符 是 复数 ， 方 括号 内 的 
两 项 并 不 相等 )。 

算 竹 分 对 时 间 的 售 首 关系 志明 ， 财 算 它 的 答 阵 元 必须 利用 全 
时 间 的 波 画 数 。 因 此 , 我 们 有 


-oo 
(ze)am 一 本 -| sme met dt = zamanm to). (87.7) 


式 中 znm 为 用 物体 内 粒子 坐标 表示 的 算 符 2 的 不 含 时 间 的 寻常 王 
阵 元 ， 而 nn -二 2 为 状态 % 各 之 加 的 路 迁 频率 。 这 样 
一 来 ， 
et 
2 A. 
. =- 记忆 [za | Ld COnmt do )E (wn ”) 十 
48 Conm+ oo') d(Conn tw)] 
(此 处 已 计 及 由 于 7 为 实数 ,Xnm 二 Xin)。 显 然 , 方 括号 匀 的 6 画 数 
的 乘积 可 以 改写 为 


38(w 十 ao)8(o 十 oo 十 8(omw io) (w+w'). 
后 与 (87. 4) 比较 , 我 们 得 到 下 列 公式 : 


2) =-5E enn ldo om) + (w+ ons ] (87. 8) 
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关于 这 个 式 子 的 书写 形式 ， 我 们 还 杰作 如 下 的 说 明 。 虽 然 宏 

观 物 体 的 能 级 严格 膏 来 是 分 立 的 , 但 它们 排列 得 如 此 密集 ,以致 实 

际 上 构成 连 秆 徐 。 不 用 3 西数 也 可 以 写 出 (87. 8) 式 ， 如 果 将 它 对 

很 小 的 (但 包含 很 多 能 级 的 ) 频率 问 隔 求 平均 。 车 了 (CE) 为 物体 的 
小 于 恕 的 能 籽 的 数目 , 虽 z 


dar ar 
| ap aB|? 


(co 一半 | 
式 中 Bs 一 ,十 hw B'= Bn — hw, 
我 们 现在 假定 , 物体 受到 周期 性 的 (频率 为 w) 扰 动 , 扰动 的 能 


旺 与 量 z 成 正比 。 我 们 把 扰动 算 符 写 为 
一 一 牛 一 一 喜 (foe t+ 从 ei 人 (87. 9) 


式 中 fo 为 常数 。 作 为 举例 说明 , 例如 ,我 们 指出 , 量 > 可 以 是 系统 
的 偶 极 矩 , 偶 极 和 矩 的 算 符 为 玩 = 瑟 er, 它 对 系统 内 所 包含 的 全 部 电 
荷 求 和 。 在 这 种 情况 下 , 扰动 为 外 加 周期 电场 的 作用 。 

系 衣 在 扰动 的 影响 下 发 生 跃迁 , 而 且 % 一 m 的 跃迁 几率 (单位 
时 间 内 ) 由 下 列 公式 给 出 @ 


Wnm 一 fl [za | {8(@+ onn) + Ew wnm)}. (87. 10) 


这 式 子 内 的 两 项 分 别 洒 源 于 (87. 8) 式 内 的 两 项 。 在 每 次 跃迁 
时 , 系统 吸收 (或 放出 ) 量 子 hwmn。 总 和 


= Siw,nhons 


给 出 物体 在 单位 时 间 内 所 吸收 的 平均 能 量 ; 这 能 量 的 来 源 为 外 部 
扰动 ， 而 被 物体 吸收 后 在 物体 内 部 耗 散 。 将 (87. 10) 式 代入 ,我们 
得 到 


中 参天“ 量 村 力学 ” $ 42。 
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一 一 一 一 一 一 一 一 


@= 东 | 了 | 之 ,lznml (8(wo 十 oma) 十 8(@ 十 nm)yaomny 


或 者 考虑 到 8 夯 数 只 在 宗 量 等 于 雳 时 才 不 为 需 , 于 是 
Q=—370 |fol? > [wrm) {Co + onm)— d+ onn)). (87. 11) 


扰动 对 物体 的 作用 , 用 由 下 列 方式 所 定义 的 量 a 来 表示 , 更 为 
方便 。 当 扰动 不 存在 时 , 量 x 的 焉 均值 (对 物体 的 量子 力学 状态 求 = 
平均 ) 等 于 雳 。 当 外 部 扰动 出 现时 , = 不 为 项， 而 与 扰动 的 数值 成 
正比 。 我 们 把 它 写 为 ， 


z= Cafe t arfs eot). (87. 12) 


这 个 等 式 也 代表 量 a(w) 的 定义 (车 利用 含有 时 间 因 子 e 一” 的 z 
和 了 的 复数 表示 , 则 它们 之 问 的 关系 可 写 为 =af)。 
能 量 的 吸收 也 可 以 用 量 a 来 表示 。 为 此 我 们 利用 下列 情况 : 


物体 的 平均 内 能 对 时 间 的 导数 呈 % 等 于 物体 的 哈密 顺 画 数 对 时 间 
的 偏 导数 的 平均 值 ®: 


dU _ 3 
dt 8 


因为 在 况 内 只 是 扰动 六 与 时 间 明 显 地 有 关 , 因而 我 们 有 忆 == 一 记 。 
这 样 一 来 ,我 们 得 到 一 个 简单 的 公式 : 


SE si footot — feet), (87. 13) 


这 公式 在 上 述 理 恰 的 应 用 上 起 着 非常 重大 的 作用 。 在 我 们 对 某 种 

具体 过 程 选 择 了 量 x 以 后 , 车 已 知道 能 量变 化 的 具体 表达 式 , 则 将 

后 者 与 (87. 13) 式 进行 比较 , 就 可 以 确定 那 一 个 量 起 着 了 的 作用 。 
在 (87. 13) 式 内 代入 (87. 12) 式 的 元 工 对 外 部 扰动 的 一 个 周 





四 ” 参 殉 “统计 物 理学 ”第 三 版 ，$ 11。 
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期 求 平 均值 ， 我 们 就 可 得 到 1 秒 内 的 平均 能 量 耗 散 @。 这 时 含有 
因子 er”! 的 项 滑 去 , 于 是 我 们 得 到 
QP (aro) lfol? — So" lfol’, (87. 14) 
式 中 a"(w) 为 o(w) 的 诬 数 部 分 。 由 上 比较 (87. 11) 和 (87. 14) 式 ,我 
们 求 得 
oo) = Enmnl {sot onm) — (w+ omn))}. (87. 15) 


这 样 计算 出 来 的 量 (z”)。 和 oa” 之 问 存 在 一 个 简单 的 关系 。 但 
是 只 有 在 把 这 些 量 用 物体 的 温度 表示 出 来 以 后 ， 这 关系 才 显 示 出 
来 。 为 此 ， 我 们 利用 吉 布 斯 分 布 求 平均 (比较 491 页 的 底 注 )。 对 
于 (xz2)。 我 们 有 


(0) = De zen l(t nm) + (oomn))}, 





式 中 En 为 物体 的 能 级 ， 实 为 物体 的 自由 能 , 人 了 为 它 的 移 对 温度 。 
因为 现在 是 对 二 个 下 角 标 2 和 mr% 求 和 , 因而 可 以 交换 它们 的 符号 。 
展开 大 括号 内 的 式 子 , 并 在 第 二 项 内 将 m 和 %* 互 换 , 我 们 得 到 


1 一 Eh, FH—Em, 
(=H eT te  )|znm|28(w 十 wam) 一 








= Be te xsnl28(o 二 ann)， 
成 者 由 于 在 求 和 的 表达 式 内 存在 8 画 数 , 有 
Gat Ee ml onm). 
由 完全 类 似 的 方式 , 我 们 得 到 
or 一 元 (1 一 e i 
将 这 两 个 式 子 相互 比较 , 我 们 发 现 


496 第 十 三 章 ”电线 起 伏 现 象 








(Do= 筑 ch 多 - 和 入 + 二 一 (87.16) 





起 伏 量 的 总 均 方 值 由 下 列 积分 给 出 : 


oh {or ko 
a Co)oth58da、 (87. 17) 


0 
这 些 重要 的 公式 是 由 HH. 卡 偷 (Kallen) 和 了 T. 维 耳 顿 (Welton) 在 
1951 年 导出 的 , 这 些 公 式 把 物理 量 的 起 伏 与 系统 受到 外 部 扰动 时 
的 耗 散 性 质 联系 了 起 来 。 我 们 注意 到 , (87. 16) 式 大 括号 内 的 因子 
在 形式 上 代表 频 素 为 由 的 振子 在 温度 多 时 的 平均 能 量 (用 je 作 单 
位 ); 二 这 一 项 对 应 于 雳 振动 。 


上 面 得 到 的 蒜 果 可 以 表达 成 另 一 种 形式 ， 如 果 我 们 从 纯粹 形 
式 的 观点 出 发 , 把 量 z 的 自发 起 伏 看 成 是 某 种 雁 构 的 “机 遇 力 ?了 作 
用 的 业 果 。 这 时 方便 的 是 这 样 引进 “ 传 立 时 分 量 ”z。 和 f。， 使 x 
优 佛 是 通常 的 量 ， 而 不 是 算 符 , 再 写 出 这 些 公 式 。z。 和 ff。 之 问 的 
关系 为 
zu 一 oo) 了， - (87. 18) 
然后 , 均 方 起 伏 可 以 写 为 

; orm = a(w)a(w) fofo'= (za)。38(w 十 wo) 一 

= 1alz(f2)。8(o 十 o0. 

人 


hw 
oT 


上 面 所 介 厅 的 对 起 伏 的 解释 ， 在 理论 的 具体 应 用 上 ， 有 一 定 的 优 
越 性 。 

由 此 可 见 ， 最 x 的 起 伏 完全 由 西数 a(w) 的 脱 数 部 分 给 出 。 我 
们 注意 到 ，o《w) 本 身 可 以 视 为 复 变数 名 的 碧 数 ， 它 具有 -- 季 列 的 


(f°)。= th (87. 19) 
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普 双 性质， 这 些 性 质 和 § 62 内 所 说 明 的 面 数 s(o) 的 性 质 完 全 相 
似 。 这 是 完全 自 然 的 , 因为 s(w) 是 (87. 12) 式 定义 下 的 量 的 例子 
pa 
”从 (87. 12) 的 定义 看 出 , a( 一 w*) = ax*(o)。 其 次 ,因为 在 某 一 
时 刻 的 云 秆 只 依赖 于 前 一 时 刻 上 对 统 所 受 的 外 部 扰动 的 过 程 ， 因 
”而 我 们 得 到 (与 $ 62 比较 )， 量 a(o) 在 上 中 平面 内 无 极 点。 又 从 
a(w) 的 虚数 部 分 与 耗 散 能 量 的 关系 式 得 出 : 当中 取 不 为 雾 的 实数 
值 时 , o'(o) 没 有 远 值 。 在 $ 62 内 全 和 经 指出 , 从 这 些 性 质 可 以 推导 
出 丽 数 的 一 系列 其 他 的 性 质 ,我 们 在 这 里 不 再 重新 列 出 这 些 性 质 ; 

”其 中 也 包括 克拉 梅 尔 - 克 朗 尼 公式 (62. 7) 一 (62. 10)。 z 
如 果 a(o) 定 义 为 : 当 o 一 22，a 一 0， 则 在 这 些 公式 内 必须 以 

a 代替 s 一 4 例如 , 代替 (62. 7) 式 ; 我 们 有 

ye Te 人 上 (87. 20) 


tm Eo 
一 om 


而 代替 (62. 10), 我 们 有 





二 2 入 SYae. (87. 21) 


当 温 度 Thow 时 ， 有 cth 5 ~ 因而 (87. 16) 式 变 为 


(x > = a"(w). (87. 22) 


其 中 已 消去 了 量子 常数 ， 这 符合 于 在 这 些 条 件 下 起 伏 是 古典 的 这 
一 事实 。 

如 果 不 等 式 T 光 hw 对 任何 主要 频率 ( 即 a"(w) 显著 不 为 需 时 
的 频率 ) 都 正确 , 则 在 积分 式 (87 17) 内 可 以 过 渡 到 古典 极限 ; 


人 
时 a ey 


Tr 
0 
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但 是 按照 (87. 21) 式 ， 这 里 的 积分 可 用 静态 值 w' 来 表示 ， 又 因为 
一 0 时, 硬 数 部 分 o =0, 因而 我 们 有 

2 =Ta(0), (87. 23) 
这 正 是 应 当 的 9。 


例 是 ， 


就 用 量子 力学 方法 直接 计算 受 扰动 系统 内 z 的 平均 值 而 徐 导 出 公式 
(87.21)。 _ 

解 ， 设 Ygo(t) 为 未 受 拢 动 系统 的 波 画 数 。 仿 照 普 瑶 方法 @@， 我 们 求 得 
第 一 近似 下 受 扰动 系统 的 波 画 数 为 
n= 十 访 Jamny， 


式 中 系数 Umn 满足 方程 : 


da 1 
ih— = = Vnmn etomnt 一 一 mae mn x 


x Cfoeriot+ f¥eiot). 
由 此 得 
: 1 和 lia (ee et etwt A ) 


Gmn 一 2h wmn— wm Wmn 十 ww 
这 时 假定 jw 不 和 频率 wn 中 的 任何 一 个 频率 相等 。 利 用 所 得 到 的 画 数 yw 
我 们 可 以 算出 人 的 于 均值 为 算 符 色 的 对 应 的 对 角 和 矩阵 元 ; 在 相同 的 近似 下 ， 
我 们 有 


-| VT* 人 Lndg 一 (amnTnmei enmti a Tmnei tmnt) = 


| Smnenm | i 
四 ”按照 古典 起 伏 理 芥 的 熟知 公 S 式 ， 量 到 的 及 算 币 要 知道 从 窑 交 到 答 定 值 时 
所 必需 作 的 功 。 这 功 儿 于 z2/2a(0)[ 这 也 导 至 (87- 23) 式 ]。 实 路 上 , 由 总 和 


20 0 = 人 
取 极 小 值 的 条 件 , 葵 出 在 外 加 恒定 扰动 作用 下 正确 的 平均 值 为 却 = 0&(0)f。 
加 ”参阅 " 量 于 力学 ”8 40。 
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-于 ee feriot + fyorer). 
将 这 式 子 与 (87.12) 的 定义 比较 ,我们 得 到 
wo) = 全 (1) 
在 这 计算 中 ,a 的 铝 数 部 分 当然 消去 ， 因 为 我 们 已 假定 上。| 才 wmn。 把 () 和 


《87. 15) 代 入 (87. 21) 式 , 容易 证 明 , 后 者 实际 上 恒 被 满足 (这 时 必须 注意 ， 在 
对 和 oe”"(5) 的 正 什 进行 积分 时 , 不 为 零 的 只 是 5 浅 数 中 的 一 个 贡 数 )。 


§ 88。 几 个 量 的 量子 起 伏 的 莹 通 理论 
前 一 节 得 到 的 结果 可 以 很 容易 推广 到 同时 有 儿 个 起 伏 量 za 
的 情况 。 我 们 在 这 里 只 是 引入 结 花 ， 而 不 去 妖 组 地 重复 计算 的 过 
程 , 它 个 和 前 一 节 内 所 进行 的 完全 类 似 。 


珊 zc 和 xs 为 所 研究 的 物理 量 中 的 任意 两 个 量 。 我 们 引进 对 
称 化 的 算 符 乘积 的 量子 力学 平均 值 : 


adn Fda) — (XaXy) wd (wT w'), (88. 1) 


它 推广 了 《87. 4) 式 的 结果 。 由 类 似 于 推导 (87. 8) 式 的 计算 ， 我 们 . 
得 到 下 面 的 结果 : 


Coro) a= E> (va) anto) nnd onm) + 
十 (Xe) nm (Va) mn xX 80 omn)}. (88-2) 
系统 所 受 的 外 部 扰动 可 以 写 为 
Po Sfats=— tH fo :tfyaert)ho. (88.3) 
系统 在 单位 时 间 内 所 吸收 的 能 量 , 由 类 似 于 推导 (87. 11) 的 计 
算得 到 
从 一 元 四 ,> fofds [ (zxa) mawe)nmd (w+ nm) < 


CC， 和 mm 
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— (ta) nm to) madi Ons) J. (88. 4) 
于 是 (87.12) 的 定义 可 以 推广 如 下 : 
Fo— Saoofooe tt odofoe!), (88. 5) 
[2 
或 者 
a 全 "eof 


如 果 休 部 县 都 表示 成 复数 形式 (一 2 切 。 于 是 内 能 变化 用 外 加 扰 
动 表示 为 


Le (88. 6) 


这 公式 和 (87. 13) 式 一 样 , 在 理论 的 其 体 应 用 中 通常 可 用 来 确定 量 
za 和 fo 间 的 实际 对 应 关系 。 

将 (88. 6) 代 入 (88. 5) 式 ， 也 对 外 部 扰动 的 一 个 周期 求 平 均值 ， 
于 是 代替 (87. 14) 式 , 我 们 得 到 能 量 耗 获 的 表达 式 为 


QE eb 000) ols (88. 7) 
与 (88. 4) 式 比较 , 得 出 


Qa — oa 一 rr 2! (Xa) mnTo) nme (wnm) 


(Xa)nm Te) mng (@ wmn) ]. (88. 8) 

_ 和 前 一 节 内 一 样 ， 将 这 个 式 子 和 (88. 2) 式 对 吉 布 斯 分 布 求 

平均 值 ， 粘 果 我 们 得 到 下 面 的 公式 ， 它 推广 了 前 一 节 的 关系 式 
(87. 16): 


(Xaxs) = = (ol 一 Ca cth 5 (88. 9) 


和 (87. 18) 与 (87. 19) 式 相 类 似 ， 也 可 以 把 (88. 9) 式 写成 对 应 
于 虞 构 的 ”机遇 力 ” 的 起 伏 的 形式 ， 这 种 力 的 作用 类 果 等 效 于 量 zc 
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-一 一 . 


的 自发 起 伏 。 为 此 , 我 们 写 出 
Vaw — > Gasfoun, faw= > (88. 10) 
其 次 
(fafs) = 之 (cat 085d*) (xzoza)w- 
把 (88. 9) 式 代入 上 式 , 我 们 得 到 
Re 


(faf so)s 一 反 ( 了 -or)cih 绢 - (88. 11) 


由 所 得 到 的 公式 , 可 以 对 量 aas(o) 的 对 称 性 质 作 出 一 定 的 推 
葵 @。 首 先 我 们 假定 当时 间 变 号 时 we xs 保持 不 变 ; 于 是 与 它们 对 
应 的 算 符 ta, 2 为 纯 实 数 。 此 外 ， 我 们 假定 ， 物 体 不 具有 “ 磁 精 
构 ”， 拭 且 不 在 外 磁场 内 。 这 样 一 来 , 物体 稳定 态 的 波 西数 也 是 实 
数 @。 因 此 , 最 zx 的 手 阵 元 也 是 实数 , 考虑 到 矩阵 zw 为 厄 密 型 的 ， 
我 们 有 znn 一 +%w 二 xnn。 于 是 我 们 看 到 , (88. 8) 式 的 右 便 , 因而 也 
是 左 侧 ， 对 下 角 标 a,5 是 对 称 的 。 由 此 可 上 见 , oi6o 一 Qa 一 Qtp 一 Qap 
或 aas 十 ass 一 aso 十 o， 也 即 是 我 们 得 到 精 论 : ace 的 实数 部 分 是 
对 称 的 。 : z 
但 是 每 一 个 aus 的 实数 部 分 os 和 万 数 部 分 os 之 加 的 关系 
为 线性 积分 关系 一 一 即 由 克拉 梅 尔 -克朗 尼 公 式 联 系 起 来 。 因 此 ， 
从 azs 的 对 称 性 也 可 以 得 到 os 的 对 称 性 以 及 整个 was 的 对 称 性 。 
由 此 可 见 , 我 们 最 后 得 到 车 果 为 
Ga5 一 Gopa。 (88. 12) 





四 这 里 所 介绍 的 苦果 是 出 TI. Kar xen, M.Bappam, IO. IIxercoH 和 P.Tpns 
拆 得 到 的 (1952)。 

四 ”相互 作用 的 粒 于 有 系 煽 的 精确 能 级 , 只 在 末 统 的 总 给 方向 是 简 并 的 。 车 假定 物 
体 在 器 如 为 请 止 的 容器 内 ,我们 就 可 以 消除 这 种 简 拭 源 。 然 后 物体 的 能 狼 将 是 非 简 井 
的 , 因此 , 与 它们 对 应 的 精确 波 醒 数 可 以 选择 为 实数 。 
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如 果 物 体 在 恒定 外 磁场 HH 内 ， 则 关系 式 (88. 12) 的 形式 稍 有 
改变 。 科 场 内 的 系统 的 波 画 数 不 是 实数 , 而 具有 下 列 的 性 质 : 
Jy* (CH) 一 小 (一 ID). 
相应 地 量 4 的 矩 障 元 为 
zan(H) = znn(—H), 
而 且 (88. 8) 式 右 侧 的 表达 式 , 只 在 HH 同时 变 号 的 笨 件 下 交换 下 角 
标 c 和 5 时 才 不 改变 。 因 此 , 我 们 得 到 关系 式 为 
ats (HD — ava CHD 一 oo( 一 ED 一 acs( 一 HD. 
从 克拉 梅 尔 -克朗 尼 公 式 (87. 20) 还 可 以 得 到 一 个 关系 式 ， 由 
于 (87. 20) 式 ， 我 们 有 下 列 的 关系 式 : 
ba = ij (ava), 
趟 中 地 a ee 
二 一 i (a*,) 相 加 , 我 们 得 到 
Qa Qoa = —ij(at,— apa), 
当然 这 里 取 全 部 的 aas 值 时 蔚 保 持 为 同一 值 。 由 此 看 出 ， 若 差 值 
azs 一 aoa 具有 某 种 对 称 性 质 ， 则 ais 二 as 之 和 也 具有 同样 的 性 
质 , 因而 aas 本 身 也 是 如 此 。 由 此 可 见 ， 
acs(CH) 一 aoc( 一 8HD. (88. 13) 
最 后 ， 设 在 量 x 中 有 一 些 量 当时 间 变 号 时 改变 正 负 号 。 与 这 
种 量 对 应 的 量子 力学 算 符 为 纯 错 数 ， 因 而 mm= 础 *= 一 zma。 如 
果 两 个 量 zc ws 是 这 种 性 质 的 , 则 全 部 的 结 荐 和 关系 式 (88. 12) 仍 
然 有 效 。 如 果 两 个 量 中 只 有 一 个 在 时 间 变 号 时 改变 正 负 号 ， 则 我 
们 看 到 ， 交换 下 角 标 4 和 5 后 , (88. 8) 式 的 右 侧 变 号 。 相 应 地 ， 代 
替 (88. 12) 式 , 我 们 得 到 
了 aas 一 一 apc. (88. 14) 
由 类 似 方 式 , 在 磁场 内, 代替 (88. 13) 式 , 我 们 有 
aas(H)=—aal—H). (88. 15) 
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当然 , 把 (88. 9) 式 看 作 是 起 伏 量 对 时 间 对 称 的 结果 , 也 可 以 得 
到 上 壕 的 各 种 关系 式 。 在 傅立叶 分 量 内 ， 时 间 变 号 表现 为 用 一 ow 
代替 w( 如 果 量 x 本 身 对 时 间 变 号 是 不 变 的 )。 在 (88. 1) 式 内 ( 实 
际 上 只 当 o' 一 一 o 时 不 为 雳 ), 这 表明 w 和 ow' 互 换 位 置 , 或 者 下 角 
标 a 和 5 互 换 位 置 。 因 此 , 起 伏 的 时 间 对 称 表 明 : 
(varo) a= (rova)o) 

也 即 是 (88. 9) 式 的 左 侧 以 及 右 侧 对 下 角 标 a,5 是 对 称 的 ， 于 是 我 
们 又 重新 得 到 关系 式 (88. 12)。 对 aas 的 对 称 性 质 的 这 种 推导 方 
式 , 和 通常 推导 昂 塞 格 动力 系数 对 称 原理 入 类 似 D; 我 们 在 下 面 将 
看 到 , (88. 12) 一 (88. 15) 式 可 以 看 作 是 这 原理 的 推广 。 

我 们 现在 证 明 ， 上 述 的 普 尖 理 论 与 热力 学 起 伏 理 座 的 相互 关 
系 如 何 ? 我 们 记 住 , 我 们 称 这 样 的 量 的 起 伏 为 热力 学 起 伏 , 即 当 这 
些 量 给 定 以 后 , 可 以 确定 某 一 个 非 完 全 的 平衡 状态 ; 换 句 话说 ,这 
个 量 的 弛 珠 时 间 必 须 大 于 该 系统 内 共 他 可 能 的 趋 近 了 于 平衡 的 过 程 
- 的 弛 珠 时 间 。 对 于 这 些 量 , 下 列 形式 的 方程 正确 : 


Za 一 -Yoko, 
这 些 方程 描写 不 在 平衡 态 下 的 闭合 系统 的 行为 (和 Xs 表示 系统 的 总 
是 于 合 的 , 而 是 在 外 力 的 作用 下 , 则 
在 这 些 方程 的 右 侧 必 须 引进 附加 项 ， 我 们 把 它们 表示 为 ye: 
2u 一 一 > 十 gz (88. 16) 


Zi 1 











很 容易 把 ye 用 表征 扰动 的 量 fo 求 表示 。 
为 此 ， 我 们 假定 物体 上 作用 着 静态 力 ， 也 即 是 了 保持 恒定 不 
变 。 这 种 作用 引起 平衡 状态 发 生 “ 移 动 ”, 这 时 量 Xs 的 平均 值 已 经 


@ 参天 “统计 物理 学 ”第 三 版 ，$ 118。 
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不 等 于 雳 .这 些 新 的 平均 值 可 以 按 下 列 方式 用 fs 来 表示 。 受 到 恒 
定 扰动 作用 的 物体 的 能 量 等 于 


UU= Uo— 2 
式 中 Uo 为 扰动 不 存在 时 物体 的 能 量 。 对 弧 求 微分 , 我 们 得 到 


dU = Td + p23 
二 之 下。 


但 是 按照 普 表 规则 下， 











dU = d(Uo— DD fuzja) = 一 个 CS2 一 zedfo, 
[2 


或 者 
d2lo=Td + Dfadza. 
a 


=--( 靶 ) - Wo 


另 一 方面 ， 在 平衡 态 下 , (88. es 因而 
| 我 们 看 到 ， 利用 fa, 这 些 方程 可 以 写 为 


一 io 一 一己 yo x) (88. 17) 


由 此 求 得 平衡 值 为 


现在 可 以 把 上 述 普 逼 理 其 中 出 现 的 acs 与 动力 系数 Yes 联系 
起 来 。 为 此 将 (88. 5) 式 的 za 代 和 人 人 (88. 17) 式 ， 而 将 所 sc 写成 线性 

和 组 合 形式 : 
p. Ra (88. 18) 


中 ”人 参 开 “上航 斋 构 理学 ”第 三 版 ，y 1i。 


CT 


§ 33， 几 个 量 的 量 千 起 伏 的 莹 到 理论 50 
从 (88.17) 式 分 出 含 et 和 et 的 项 ， Sh 
之 iawolazj ou 一 S YasBacaoszjoc 一 让 i 
a 


Bcd 


由 于 fos 是 任意 的 , 由 此 得 到 各 系数 加 的 关系 式 为 


2coaadz 一 之 aocecpoa 一 人 
或 
os 一 寺 (bos 一 ;wy 有 -3 (88. 19) 
式 中 指数 内 的 一 1 表示 取 逆 和 护 阵 。 这 也 就 是 所 求 的 关系 式 。 
按照 定义 ， 量 Bes 对 下 和 角 标 Qa, b 是 对 称 的 (因为 Bas = 

一 3 名 ~)。 因此， 从 was 的 对 称 性 也 可 以 得 出 Yas 的 对 称 性 ， 
也 即 是 通常 的 动力 系数 对 称 原理 @。 

大 家 知道 @, (88. 17) 式 还 可 以 有 另 一 种 意义 。 也 即 是 可 以 不 
把 量 fo 看 作 是 对 远离 平衡 态 的 系统 的 外 部 作用 ， 而 把 它 看 成 是 
“机 遇 力 史 由 于 在 方程 内 引 大 了 这 些 力 , 可 以 使 这 些 方 程 应 用 于 财 
合 系统 办 量 % 的 起 似 变 化 。 这 样 的 解释 也 相应 于 把 基本 方程 写 
成 (88. 11) 式 的 形式 。 

将 (88. 19) 式 代 大 (88. 11) 内 , 我 们 得 到 


(fofo)o 一 如 工 (y 寺 十 7 到 )cth38， 


或 者 对 于 量 yc 一 于 ye 总 
b 


@ 在 (38.14) 的 情况 下 ,必须 Yav = 一 Yoa。 这 从 (88.19) 式 也 可 以 得 串 ， 如 时 
我 们 注意 到 在 这 种 情况 下 , Bab = 0。 实 际 上 , Bab 是 二 次 滋 积 rarb 的 系数 ， 这 二 次 式 
给 出 从 离 平 征 态 时 的 经 的 变化 。 但 是 精 对 时 间 变 号 是 不 变量 ， 而 乘积 zarb 在 现在 的 
情况 下 当 t 用 一 t 代 赫 时 政变 正 氏 号 ,因而 炉 内 不 存在 这 样 的 项 ,也 郎 是 Bab =0。 

@ 参 并 “和 统计 物理 学 ”第 三 版 ,§ 117 和 120。 
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Ce Yas+ Yeo) thn. 
在 古典 极限 下 ， ee hw < 全 时, 得 到 
(yayo) =H CYas+ yo0), 


这 和 古典 量 起 伏 理 论 的 公式 符合 一 致 中 。 


$ 89， 和 线性 电路 内 的 电流 起 伏 


”我 们 现在 把 $87 内 所 关 述 的 普 表 理论 应 用 到 厂 性 电路 内 电流 
起 伏 的 有 趣 较 Ee H. 奈 届 斯 畦 LNyquist) 在 1928 年 最 先进 行 
研究 ]。 

电流 的 起 伏 代 表 导 体内 的 自由 也 即 是 无 外 加 电动 势 时 发 生 
的 电 振 落 。 在 线性 于 合 电路 内 ， 最 有 意义 的 电 振 落 当然 是 使 导 
线 内 有 总 电流 J 了 流 过 的 电 振 洲 。 下 面 我 们 假定 满足 准 稳定 态 条 


” 件 -一 -电路 的 纯度 小 于 波长 一生。 于 是 在 电路 的 各 个 部 分 内 总 


电流 JJ 相等 , 因而 只 是 时 间 的 面 数 。 

为 了 求 出 电流 起 伏 的 袍 分 解 ， 我 们 选择 J 为 8 87 普 台 公式 内 
所 出 现 的 量 *。 为 了 褒 明 这 种 情况 下 的 量 a 的 物理 意义 , 我 们 假 
定 在 电路 内 作用 有 外 电动 势 8。 于 是 电路 内 的 能 景 耗 散 8 一 J8。 
与 (87. 13) 式 比 较 , 我 们 得 到 f= 一 8, 或 者 在 这 种 稳 性 关系 内 ， 我 
们 假定 了 和 8 与 e-*!* 成 正比 ， 

8 = iof. 

另 一 方面 ， 在 线性 电路 内 ， 电流 和 电动 势 的 关系 为 8 二 2, 式 中 
Go) 为 电路 内 的 阻抗 ( 参 盎 8 47)。 因此 ,我 从 有 


@ 参天 “统计 愧 理学 ”第 三 版 , (120. 10) 式 。 
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由 此 得 到 a(w) 一 2。 蕊 数 部 分 为 


a 一 Im 光一 WE 


PE ee 
对 下 面 的 公式 是 完全 不 重要 的 。 
从 (87. 16) 式 , 我 们 现在 求 得 电流 起 伏 为 


2 he ho 
(J2) ,= Br thgr. 


也 可 以 把 这 个 公式 写成 另 一 种 形式 ， 如 果 把 电流 起 伏 看 成 是 “机 
遇 " 电 动 势 8。 一 Z(w%)J 作用 的 车 果 。 于 是 我 们 有 


(好 )。 一 -22 五 Ce 路 (89. 2) 


(89. 1) 


在 古典 情况 下 (hw<k7)， 


(2)。 一 二 RRCe)- (89.3) 


§ 90。 电 磁场 的 起 伏 

宏观 电动 力学 中 所 出 现 的 电磁 量 E, H, …， 等 等 , 是 由 求 平均 
值 而 得 到 的 ， 这 种 求 平 均值 可 以 认为 包括 两 步 运算 。 如 果 为 清楚 
起 见 , 我 们 从 古典 的 观点 出 发 , 则 可 以 分 为 固定 体积 内 所 有 粒子 的 
位 置 不 变 时 对 物理 无 限 小 体积 求 平 均 和 然后 将 所 得 到 的 烙 果 对 粒 
子 的 运动 求 平 均 。 在 研究 电磁 量 的 起 伏 时 ， 我 们 所 指 的 乃 是 只 对 
物理 无 限 小 体积 求 平 均值 的 量 随时 间 的 振 落 ， 下 面 所 研究 的 全 部 、 
量 即 是 指 这 样 的 量 而 言 。 

应 该 指出 的 是 , 采用 量子 力学 的 观点 时 , 对 体积 求 平 均 当 然 不 
是 对 物理 量 本 身 而 首 , 而 是 对 它 的 算 符 而 首 ; 第 二 步 求 平均 值 是 利 
用 量子 力学 几率 求 出 这 个 算 符 的 数学 期 待 值 。 因 此 , 严格 说 来 , 下 


es 、 
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面 所 出 现 的 量 已 , H … 必 须 理解 为 量子 力学 算 符 。 但 是 这 种 情况 
完全 不 影响 下 述 理 论 的 最 后 灶 果 , 而 且 为 简化 公式 的 书写 起 见 , 我 
们 把 全 部 量 看 作为 古典 量 。 

由 于 物体 内 电荷 的 位 证 和 运动 的 起 伏 振 动 的 烙 果 ， 产 生 自 发 
J 部 磁 矩 , 物体 单位 体积 的 电 第 和 磁 短 的 数值， 我 们 


电 体 的 ee 铁 磁 体 的 自 发 磁化 ， 但 当然 和 它们 不 同 的 地 方 
是 求 平均 值 时 它们 变 为 霖 。 2 i 
于 的 关系 由 下 式 给 出 : 
Di=g8ipBrt+ Ks, B= binsHEt+L, (90. 1) 
6 它们 的 “ 侍 立 时 分 量 ” 为 
Di = sip(@) Ero Kiw; 


(90. 2) 
Bio = Lip(w) Hypo + Liw. 
这 时 麦克 斯 书 方程 变 为 
Got Ea) i=inH pot Lio)) (90. 3) 
(rot Ho)i= — (eiwBro t+ Ris). (90. 4) . 


我 们 把 K 和 工 称 为 “外 加 ?起 伏 感应 强度 ; 当然 , 这 种 名 称 带 有 纯 
然 的 移 定 性 质 ,并且 只 是 着 重 于 表明 引 和 大 它们 的 形式 方法 , 而 不 是 
强 课 它们 的 本 质 。 

为 了 应 用 5 88 内 导出 的 普 台 公式 , 我 们 必须 建立 此 处 所 研究 
的 电磁 量 与 出 现在 普 融 理 座 中 的 量 cc, fa 之 阅 的 对 应 关系 。 我 们 
按 下 面 的 方式 来 进行 。 我 们 从 纯粹 形式 的 观点 出 发 ,把 飞 和 工 看 
作 是 外 部 作用 的 精 果 ， 即 从 外 部 把 一 定 的 电流 和 电荷 引 到 物体 内 
的 车 果 ， 而 不 是 把 它们 看 作 自 上 发 产生 的 电 算 和 磁 矩 。 我 们 现在 来 
计算 由 这 种 作用 所 引起 的 物体 能 量 的 变化 。 
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为 此 我 们 注意 到 ， 从 麦克 斯 韦 方 程 所 得 出 的 能 量 守恒 方程 为 
1 3D aB ce 
| 去 | E+H ar = 站 中 [EH]ab 
或 者 将 (90. 1) 式 代 叉 以 后 ， 


[pr AY 十 局: 号 (pn Hs 二 
a C aoK oaL 
-在 中 eal- 去 ES 二 3 了 8 
由 此 看 出 , 由 上 述 “ 外 部 作用 ”所 引起 的 能 量变 化 由 下 列 积分 给 出 : 
-去 | ESK+H Et (90. 5) 
在 $ 88 内 ,我们 便 研 究 了 起 伏 量 ze 的 分 立 值 , 而 我 们 现在 得 
到 的 是 它 的 连续 值 (物体 每 一 点 处 的 场 值 )。 我 们 暂时 从 纯 形 式 的 
方法 来 粒 过 这 一 不 重要 的 困难 ， 把 物体 的 体积 分 为 小 而 有 限 的 部 
分 AV, 并 且 研 究 每 一 部 分 内 的 某 一 平均 场 值 。 我 们 在 最 后 的 公式 
.内 过 渡 到 无 限 小 体积 元 。 这 样 一 来 , 代替 (90. 5) 式 内 的 积分 , 我们 
有 总 和 : | 
- 云 工 | ES 十 H 3 mp， 
上 式 对 AF 的 全 部 求 和 。 
将 这 式 子 与 (88. 6) 式 比较 , 我们 看 到 ， 如 果 选 择 每 一 部 分 AF 
内 的 矢量 也 人 、H-SZ 的 分 量 为 ze 则 对 应 的 量 fe 即 为 矢量 下 


和 工 的 分 量 : 








r lo 一 一 五 江 3 了 人 9 了 
(90. 6) 
fa——K, L. 


关系 式 (88. 10) z 
fao= Djaal(w)roo (90. 7) 
b 
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给 出 f 与 x。 加 的 关系 , 在 这 种 情况 下 ， 相当 寺 玫 克 斯 书 方 程 (90 3) 
”和 (90.4), 由 此 我 们 有 
Kiw = 0 H,);, ， 
(90. 8) 
Liw = — upH po —2e (rot E,);. | 
将 (90. 8) 与 (90. 7) 式 比较 , 并 考虑 到 (90. 6) 的 定义 , 可 以 求 出 系数 
az 而且 下 角 标 a,5 标 出 矢量 E, H 的 分 量 和 到 它们 的 镇 的 部 分 
, AV, 
(90. 8) 内 的 微分 算 符 rot 这 时 必须 理解 为 在 分 立 的 点 处 (例如 
AT 的 中 心 ) 所 定义 的 差分 算 符 。 这 些 算 符 的 具体 形式 完 双 是 不 重 
要 的 , 因为 这 里 只 要 注意 到 ， 在 (90. 8) 的 两 个 等 式 内 ， 分 别 作用 在 
H。 和 Es。 上 的 算 符 是 感 莱 数 ， 而 且 只 是 正 负 号 不 同 。 这 表明 , 将 
区 和 工 的 值 与 鹤 开 不同 点 处 的 HH 和 的 值 分 别 联 系 起 来 的 系数 
az 满足 下 列 关 系 式 : 
| aal= (aad)*. 
按照 普 下 公式 (88. 11), 由 此 立即 得 到 
. (KDKR), ,二 0, (90. 9) 
式 中 上 角 标 (1) 和 (C2) 表示 ,这些 量 分 别 取 在 中 径 矢 量 为 ri 和 ra 的 
点 处 ; (90. 9) 式 无 葡 当 二 天 rs 或 ri 一 rs 时 都 正确 。 : 
其 次 , 从 (90. 8) 式 的 第 一 式 [考虑 到 (90. 6) 式 ], 我 们 看 到 ， 在 
系数 qz; 中 把 Ks。 值 和 Bs。 值 联系 起 来 的 那些 系数 ， 如 果 K。 和 


EE, 取 在 空间 同一 点 处 , 则 它们 等 于 一 siz 45, 如 果 K。 和 E。 取 在 


不 同 点 处 , 则 它们 等 于 需 。 因 此 按照 (88. 11) 式 , 我 们 有 ， 
(KV KE)=0 Wat 


(K; Kw) = ih(s,:— 8ik) 一 一 二 多 
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现在 过 滤 到 极限 AF 一 0 显然 ， 我 们 可 以 将 上 述 两 式 写成 一 个 
式 子 : - 


《下 让 下 名) 一 和 (8 车 一 Si)3(ra 一 





9 (90.10) 


式 中 rw rs 为 物体 任何 两 点 的 半径 矢 量 。 下 面 我 们 假定 物体 不 在 


， 外 加 恒定 磁场 内 ; 于 是 sip 二 8pws 而 (90. 10) 式 可 以 写 为 


(Ki KE )o = Qhsind (rs— ri) co 路 5 ， (90. 11) 
由 完全 类 似 的 方式 ， 我 们 得 到 公式 . 
(Zep7B ,= Qh dCra— rcth22 (90. 19) 


由 此 可 见 ; 在 物体 的 不 同 点 处 “外 ”感应 强 座 的 起 伏 ， 只 在 两 


点 加 的 距 遍 (rs 一 ri) 等 于 需 的 极限 下 才 是 互相 关联 的 。 当 然 , 这 极 - 


限 必 须 从 宏观 的 意义 上 去 理解 。 上 壕 的 验 断 表明 ， 实际 上 这 些 量 
el A ad len abe 一 种 重要 的 情况: 
外 ”万 应 强度 的 关联 公式 并 不 依 着 于 研究 起 伏 的 物体 的 几何 形 
状 , 在 这 种 意义 上 , 它们 是 普 逼 有 效 的 。- 
在 相当 低 的 频率 区 域内 (“ 难 稳定 态 区 域 ”),(90. 11) 和 (90. 12) 
式 还 可 以 写成 另 一 种 形式 , 这 时 张 量 ssw 可 用 恒定 的 《不 依 顿 于 频 
本 ) 电 导 率 强 量 ow 来 表 示 : | 


gn = dic (90. 13) 


‘OO 
在 这 种 情况 下 , 代替 K, 我 们 引进 一 个 新 量 jj= 天 训 或 

j= — HK 《90.14) 
这 个 量 的 意义 可 以 从 (90. 4) 式 所 取 的 形式 看 出 : 


GOH = A (0snBiott jio). (90. 15) 
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由 此 看 到 ， 电流 密度 的 总 起 伏 为 owwBp 十 j。， 于 是 矢量 j 代表 电流 
中 与 电场 EE 无 关 的 “外 ”部 分 。 对 于 满足 (90. 13) 式 的 频率 和 不 太 
低 的 温度 , 我 们 有 1 六 ju， 于 是 cth -3 2 精 果 (90.11) 式 
变 为 


(js = Fon (rs —r1). (90. 16) 


公式 (90. 16) 由 M. A. 列 昂 托 维 奇 和 C. M. 雷 托 夫 用 另 一 种 
方法 导出 (1952)，. 而 (90. 11) 和 (90. 12) 式 是 由 C. M. 雷 托 夫 导 出 
的 (1953)。 这 些 公式 和 (90. 8) 与 (90. 4) 式 一 起 ， 在 原则 上 可 以 解 
决 计算 任何 物体 内 电磁 起 伏 的 问题 。 问 题 的 .求解 过 程 如 下 。 把 
K。 和 LL。 看 作 坐 标的 已 知 画 数 ， 然 后 对 E。 和 H。 求 出 (90. 3) 和 
(90. 4) 式 的 解 , 同时 考虑 到 在 物体 表面 上 E。 和 于。 的 切 向 分 量 为 
连 炉 的 必要 边界 条 件 ( 在 物体 外 ， 当然 素 = 世 =0, 但 玉 和 五 不 为 
需 )。 业 果 我 们 得 到 玉 。 和 芋 。 表示 为 Ks。 和 荆 。 的 线性 泛 画 数 的 形 
式 。 相 应 地 ， 王 。 和 H。 的 任何 二 次 量 (或 双重 性 量 ) 可 以 用 KK。 和 
L, 的 二 次 泛 夯 数 来 表示 , 然后 , 利用 (90. 11) 和 (90. {2) 武 , 可 以 算 
出 它们 的 平均 值 , 于 是 K。 和 工 。 从 最 后 的 车 果 中 被 消去 。 
作为 一 个 例子 ， 我 们 来 研究 无 限 的 各 向 同性 媒质 内 的 电磁 起 
伏 (C. M. 雷 托 夫 ，1953)， 我 们 假定 媒质 的 导 磁 率 等 于 1， 于 是 ， 
pj" 二 0, 同时 必须 合 L 二 0。 这 样 一 来 , (90. 3) 和 (90. 4) 式 变 成 
rot Es =—iH,, 
| 《90. 17) 
rot H,, = -i (8E,+K,), 
而 且 
(KPKE) =2he" sn (ro — ri)cthe. (90. 18) 


27 
把 下 。 写成 傅立叶 袜 间 积分 :- 


十 oo 


Ko(CD 一 | sp)ewe dip. (90. 19) 


这 时 
gu(p) | | K,(r)e-ip dr, gs(p)=g-。(—Pp). 


我 们 来 求 出 分 量 gCp) 的 关联 而 数 。 为 此 ， 我 们 把 它 它们 的 乘积 写 
成 重 积 分 形式 : 


. giw(p) gzwr (P') sl ei (r2) xX 


x epntp'r gsrid3r. 
按 下 式 求 在 均 : 
Kiolri) Ky (ro) = (KDEKE) ,SC% + 0"), 
着 将 (90. 18) 式 代入 和 积分 一 次 (对 ri 或 中 rs), 由 于 被 积 式 内 出 
J (ra 一 ri), 于 是 我 们 得 到 
giw Pgho' Pp’) =2he"d (w+ ow') din x 


小 oo 


hw 上 
1 e ip+p)r d37, 


x cth 一 一 7 27 


或 者 最 后 | 
giw (Pp) gp (P') = Ts "epd (w+ ) (p+p") x 


ho . : 


我 们 现在 用 傅立叶 方法 求 世 (90. 17) 式 的 解 。 除 了 把 K。 写 
成 (90 19) 的 积分 形式 外 , 我 们 假设 


十 so 


E,= | ao)er dp, H,= 二 3 [pa Jeir™ dasp. 


一 0D 


于 是 (90. 17) 式 的 第 一 式 被 满足 , 而 代 人 第 二 式 内 给 出 
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[pLpal]]= —p(sa+g), 
由 此 得 
_bsg—p(pg) 
slp—ek) 

利用 上 趟 和 (90 20) 式 ， A 
式 如 下 : 

2 


证 Ya pnt a) (90. 21) 


最 后 ， 由 傅立叶 逆 变 换 , 我 们 得 到 电场 起 伏 的 空间 关联 为 
Bi, (ri1) Bx ow (r2) 一 


十 co 


-| 去 (P)apor(P )e Pr wp. 


由 于 (90. 21) 式 内 存在 8 画 数 , 可 以 立即 积分 一 次 。 为 了 进行 第 二 
次 积分 , 必须 把 (90. 21) 式 展开 为 简 分 数 ， 然后 利用 公式 : 


十 oo 





spr 一 %9 
[Re an 





人 十 2 7 
pipse ‘pr DiDpke_ gsp a Fs 2 
性 Ptr ix 
从 已 知 关 系 式 
(A 一 x) -2 一 一 一 4m8(r) (90. 22) 


7 


的 两 侧 取 傅立叶 分 量 ， 我 们 得 到 其 中 第 一 式 子 ， 再 对 第 一式 求 微 
分 ; 即 得 到 第 二 个 式 子 。 
于 是 我 们 得 到 


© 


$ 91. 透明 媒质 内 的 黑体 地 身 515 


Ca -ch 强 思 or VEr _ oh err )8ip 十 


1 0 [1/ pvr pV ew, 
二 Te 3 (ere Se 川 


(90. 23) 
式 中 7 一 |rs 一 ril, 而 取 根 号 V 一 8 的 正 负 号 时 必须 使 ReV 一 a 
”二 0。 特 别 是 对 下 角 标 i 和 进行 简化 , 并 利用 关系 式 (90. 22), 我 
们 得 到 





(EE?), 二 7 hth ho fab 7 二 CC a 
vay 3CnD) 1 (90. 24) 


由 类 似 方式 , 可 以 算出 Hu 的 不 同 分 量 之 问 的 关联 以 及 与 E。 
的 分 量 之 问 的 关联 , 但 我 们 在 这 里 不 去 研究 它们 。 


§ 91. 透明 媒质 内 的 思 体 辐射 
在 (90. 11) 和 (90. 12) 式 内 出 现 的 因子 a” 和 ,十 分 明显 地 
“着重 指出 了 电磁 起 伏 与 媒质 吸收 之 加 的 关系 。 但 是 如 果 在 (90. 23) 
或 (90. 24) 式 内 过 滤 到 极限 s"-0 (同时 假定 s 之 0)， 我 们 就 得 到 
不 为 雾 的 有 限 表 达 式 。 这 种 情况 与 过 滤 到 两 种 极限 一 “媒质 无 限 
大 和 s" 等 于 雳 一 “的 坎 序 有 关 。 因 为 在 无 限 大 媒质 内 , 无 花 s” 如 
何 小 , 都 会 引起 吸收 , 因而 在 我 们 所 采用 的 过 滤 到 极限 的 次 序 下 ， 
所 得 到 的 结果 是 指 物理 上 透明 的 媒质 而 车, 在 这 种 媒质 内 , 和 在 任 
何 实际 媒质 内 一 样 , 总 是 存在 着 不 为 雳 的 吸收 。 
例如 , 我们 来 求 (90 24) 式 的 极限 形式 。 为 此 我 们 注意 到 ， 当 
' 很 小 时 ， 


| rs 
MV—se=MV—e—tie" 一 和 gr (+ 总 站) 
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ES Sr 
VV Ti iV i ) 


两 式 内 的 正 负 号 选择 取决 于 它们 的 实数 部 分 为 正 的 条 件 。 因 此 在 
s 一 0 的 极限 下 , 我 们 得 到 


(Os 人 的 村 ch 路， ， 
式 中 % 一 M s 为 折射 率 。 由 于 不 存在 含 ; 两 数 的 项 , 因而 当 记 一 ro。 
时 , 这 式 子 也 仍 是 有 限 的 : + 
(E?) ,= 笋 . (91. D) 
媒质 单位 体积 内 电场 能 的 请 窗 本 由 下 式 给 出 [参阅 (61. 10) 和 
(87. 6) 式 ]: 





志 2 (E?) ,dn Ce 


将 (91. 1) 式 代入 ， i 












2 Co 器 
由 类 似 方式 ， 可 以 算出 磁场 的 均 方 值 。 这 时 得 到 (H?)。= 8(E?)。- 
因而 磁场 能 为 
起 -30H9 = 名 9 eo cth 2 
我 们 在 这 里 不 去 进行 相应 的 计算 因为 下 面 所 得 到 的 最 后 千 果 是 
非常 明显 的 。 
” 这样 一 来 ， 起 伏 声 的 电磁 能 且 的 总 溢 密谋 等 于 


ser (na nd En * )cih 褒 = 


he hw 2722 
二 ) 入 到 fo (mo). 





pr 


二 
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括号 内 的 第 一 项 与 场 的 雳 振动 有 关 。 第 二 项 给 出 透明 媒质 内 热力 
多 


ho wn? 


Ey 
i 7T203 总 


”ee ”一 工 
不 考虑 起 伏 现 象 , 由 适当 推广 凌空 内 黑体 辐射 的 普 般 克 公 式 ， 
.也 能 得 到 (91. 2) 式 。 按 照 普 盘 克 公 式 ， 单 位 体积 内 波 矢量 分 量 在 
dz dl dks 间隔 内 的 黑体 辐射 能 由 下 式 给 出 : 


hw .2dksdkydkz 


这 《27r) 
e 一 上 


(因子 2 是 考虑 到 偏振 有 两 个 方向 ), 与 此 相应 , 要 得 到 能 量 的 性 窗 
讼 , 必须 用 4mk?ak 代替 dd 0 。， 寿 且 代 入 2 一 /ce。 从 凌空 过 
渡 到 透明 媒质 ， 只 要 今 b=nw/o 以 代替 8 一 wy/c, 也 即 是 只 要 写 为 

Babp=pP de do — 2 A , : 


Te dw | 
由 这 个 式 子 可 得 出 (91.2) 式 。 我 们 注意 到 , 后 者 当 人 去 1 时 也 仍然 
适用 , 只 要 把 n 理解 为 vV SNo 








(91. 2) 





8 92。 固体 间 的 分 子 吸 力 

电磁 起 伏 理论 可 以 用 来 计算 表面 分 开 很 小 距 鹿 的 任何 两 个 宏 
观 物体 之 问 的 相互 作用 力 (B，M,， 李 夫 希 获 ，1954)。 下 面 我 们 只 ， 
是 假定 两 个 表面 分 开 的 距离 大 于 原子 问 距 ; 这 一 条 件 可 以 使 我 们 
从 和 纯粹 安 观 的 观点 来 处 理 所 和 研究 的 问题 。 

eo ee et i 
收 媒质 内 及 其 外 部 的 电磁 场 的 起 伏 所 引起 的 。 如 果 物 体 表面 间 的 
空间 为 里 空 , 则 这 种 相互 作用 倩 选 的 机 构 明 显 地 是 唯一 的 。 

.我 们 裔 想 相 互 作用 的 物体 为 充满 两 个 具有 平行 平面 边界 的 定 
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空间 的 两 种 媒质 ， 两 个 中 空间 相距 1。 在 两 种 媒质 内 以 及 它们 之 
间 的 空间 内 的 电磁 场 起 估 ， 可 以 根据 两 表面 的 相应 边界 条 件 (E。 
和 H。 的 切 向 分 量 连 续 ) 由 解 (90. 17) 式 而 得 到 @。 最 为 方便 的 求 
解法 是 将 所 求 的 画 数 (和 量 K。) 展开 为 横 坐 标 y, z 的 傅立叶 积分 
(z 轴 垂 直 于 空 陈 平面 ), 然后 为 确定 场 对 “的 关系 ,我 们 得 到 一 组 
非 齐 次 的 线性 常 微分 方程 。 在 解 出 这 些 方程 以 后 , 我 们 就 得 到 E。 
和 日。 的 积分 表达 式 ， 它们 的 被 积 式 内 包含 两 种 媒质 内 的 “外 ”起 
伏 场 Kis。 和 Ks。。 实 际 上 , 只 需要 得 到 两 媒质 疝 的 空间 内 的 场 E。 
和 HH。 的 明显 形式 就 够 了 , 因为 从 这 场 可 以 算出 相互 吸力 也 (作用 
于 每 一 物体 单位 表面 上 ) 为 麦克 斯 书 应 力 张 量 的 wz 分 量 ， 这 分 量 
利用 《90. 18) 式 求 统计 平均 值 。 因 为 这 时 全 部 计算 都 是 对 场 的 各 
个 身分 量 进行 的 ， 因 而 要 求 出 总 的 吸力 ,还 必须 将 了, 对 所 有 频 
率 进 行 积分 @。 、 
但 是 这 种 计算 是 非常 复杂 的 , 我 们 在 这 里 不 去 叙述 它们 , 只 是 
引进 最 后 得 到 的 力也 的 公式 ®: 


F= 一 本 全 Re [je cth 5 | ts 有 党 :| 十 








(si 十 atD) (sa+ ep) 0 | | dg, 
+ | (82 — 82p) < 1| {ap dow, | (92,. 1) 


式 中 ”si(o) 和 sa(w) 为 两 物体 的 介 电 常 数 ,而 且 
81=M81(%) —1+PF, ss=\Mes(w)—1+p, (92.2) 
取 根 的 正 负 号 时 必须 使 s 的 虚数 部 分 为 正 值 @。 积 分 路 线 如 图 44a 


四 ”两 种 物体 的 磁 异 率 假定 等 于 1。 

图 由 计算 得 到 的 fw 包含 对 dw 积分 时 发 散 的 项 。 但 是 这 发 散 项 井 不 依 辐 于 距 
离 !, 并 且 它 代表 凌 符 内 的 黑体 二 射 对 物体 去 面 的 压强 。 在 实际 条 件 下 ， 物 体 各 面 所 
受 的 力 相 互 抵 销 , 因此 上 奸 的 项 与 我 们 所 感 兴趣 的 相互 吸力 无 关 , 六 而 必须 略 去 。 

国 参天 卫 .M. 权 弗 席 花 , 并 9TT, 29, 94, 1955。 
@” 因 为 根 号 下 的 式 子 (E”") 的 虚数 部 分 是 正 的 , 因 诉 当 Im s>0 时 也 使 了 es>0。 
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所 示 ; 对 do 的 积分 为 对 从 0 到 co 的 全 部 实数 值 进行 ， 而 对 dp 的 
积分 为 对 沿 实 轴 从 1 到 0, 然后 对 从 0 到 ;cc 的 全 部 虑 数值 进行 。 
如 果 物 体 的 温度 可 以 假定 等 于 雳 ( 见 下 面 )， 则 (92. 了 ) 式 内 的 
cthlhw/2T) 可 以 用 1 代替。 我 们 首先 就 来 研究 在 这 种 情况 下 的 
(92. 1) 式 。 
(92. ) 式 不 便于 应 用 ， 一 & 
则 由 于 它 是 复数 形式 ， 二 则 由 "| 
于 它 的 被 积 式 内 包含 有 振 沙 因 | 
子 ew”“?%We (在 对 dp 的 积分 路 
线 的 实数 部 分 发 生 振 蓝 )。 后 |“ CO 
一 种 情况 当 1 为 很 大 值 时 (这 | 
时 振 落 变 得 非常 之 快 ) 使 积分 
的 计算 尤其 困难 。 但 在 复 变数 
o 和 卫 的 平面 内 相应 地 改变 积 
分 的 路 线 ， 我 们 可 以 洽 除 这 一 ~ ] 
. 困难 。 也 即 是 可 以 同时 这 样 来 
移动 这 些 积 分 路 缕 , 使 对 dp 的 . 
积分 只 对 实数 值 进行 ， 而 对 dw 的 积分 a 
于 是 e-2poz。 内 的 指数 将 总 是 为 实数 ?了 。 
es ie 
-sr | Je [人 ea 








(si1+ 819) (sa + 89p) Se | 
| CE。 - 92. 3 
ke 加 5121 km 一 sap) jp (92. 3) 
@@ 容 前 这 种 变换 的 条 件 是 存在 东 同时 移动 两 条 路 线 的 方法 , 以 使 被 积 式 永远 都 不 
会 通过 极点 。 根 据 夯 数 E(w) 的 普 源 性 质 ( 见 $ 62) 所 作 的 光 吕 研究， 证 明了 这 种 方法 


的 存在 。 从 
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在 这 里 我 们 引用 了 符号 = 论 来 示 @ 的 庶 数 值 , 而 s 和 ss 必 
须 理解 为 实 画 数 si(i 认 ) 和 sz(it)。 符 号 Re 已 被 略 去 , 因为 上 面 写 
出 的 式 子 显然 为 实数 。' 由 (92. 3) 式 ， 原 则 上 可 以 算出 7 为 任何 距 
离 时 的 力 了 ， 只 要 对 两 种 物体 知道 了 画 数 a(iE)。 当 名 为 实数 时 ， 
按照 (62. 17) 式 , 画 数 s( 论 ) 可 以 用 画 数 s(o) 的 虑 数 部 分 的 值 来 表 
示 。 这 样 一 来 ,可 以 膏 ， 当 物 体 的 画 数 a"(w) 被 给 定 后 ， 物 体 的 相 
互 作用 力 的 定律 就 被 完全 确定 了 。 
”我 们 现在 来 研究 距离 1 小 于 物体 吸收 光 玫 内 主要 波长 的 
极限 情况 。 凝 聚 物体 内 的 温度 在 任何 情况 下 都 小 于 这 里 起 主要 作 
用 的 数值 lo 一 zeo ( 式 中 wo 一 2rc/Xo)。 因 此 ， 可 以 假定 T=0， 
并 且 相 应 地 可 以 利用 (92. 3) 式 。 

由 于 在 被 积 式 的 分 母 内 有 指数 式 递增 因子 ezpt"， 因 此 在 对 
dp 积分 时 起 主要 作用 的 是 使 plt/c~1 的 了 值 。 这 时 p 光 1， 因 而 
求 主要 项 时 可 以 售 si=zss=zp。 在 这 种 近似 下 , (92. 3) 式 方 插 号 内 
的 第 一 项 变 为 零 。 第 二 项 在 引进 积分 变数 x 一 2p1&/c 后 给 出 





-In | | i 
"onNsi 一 1 八 s: 一 1 
在 这 种 近似 下 , 对 dz 的 积分 下 限 321&/e 可 用 老 代 替 。 
公式 (92. 4) 给 出 7 很 小 的 极限 情况 下 的 吸力 。 这 力 与 距离 的 
三 次 方 成 反 比 。 琴 数 a( 论 ) -1 随 志 的 增加 而 单调 地 碱 小 , 最 后 趋 
近 于 老 。 因 此 的 值 在 超过 基 一 值 6 后 不 再 对 积分 作出 主要 其 
献 ; 1 小 的 条 件 表 明 : 必须 1<c/&0。 
现在 我 们 来 证 明 ， 在 (92. 4) 式 内 怎样 过 滤 到 单个 原子 相互 作 
用 的 极限 情形 。 为 此 我 们 形式 地 假定 两 种 媒质 非常 稀 栈 。 于 是 差 
值 sr--1 和 ss 一 1 接近 了 于 雳 ,而 且 从 (92. 4) 式 , 相当 精确 地 我 们 有 
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按照 (62. 17) 式 , 将 sGi6) 用 实 轴 上 的 "Cw) 值 来 表示 , 我 们 得 到 
Tiece-urece- = 


a 
| er 








21fsr(Coi)sz(ws) 
一 ER 局 od Cao， 
0 
莽 且 求 得 力 卫 为 
81(owi) 82 (o?) 
= S31\W1)82 (2) 7 . 
mat] | CO1 十 coo Or (92. 5) 


另 一 方面 ， 稀 路 媒 质问 的 相互 作用 力 可 以 看 成 是 各 分 子 对 之 间 发 
生 相互 作用 的 精 果 。 于 是 (92.5) 的 力 就 相应 于 分 子 与 依赖 于 分 子 
间距 离 忆 的 能 量 之 间 的 相互 作用 , 这 能 量 为 . 


U=— -| | ea, Coo， (92. 6) 


式 中 六 为 单位 体积 内 的 分 子 数 。 从 (92. 6) 式 对 分 开 宽 座 为 1 的 两 
个 全 空间 进行 积分 , 然后 再 将 总 能 量 对 距离 ! 求 微分 , 我 们 就 得 到 
了 (92. 5) 式 。(92. 6) 式 和 了 . 偷 敦 应 用 通常 的 量子 力学 微 扰 理论 到 
两 个 原子 的 个 极 子 相互 作用 上 所 得 到 的 熟知 公式 相同 。 在 比较 
时 必须 考虑 到 s"(w) 和 “振子 力 ” 的 潮 密 度 f(w) 之 问 的 关系 为 
(62. 13) 式 。 握 子 力 通常 可 用 原子 偶 极 矩 的 瑟 阵 元 的 平方 来 类 未 。 


~ 
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于 是 我 们 看 到 , 微观 公式 可 以 从 宏观 理 丛 推 导出 来 。 

我 们 现在 来 研究 距离 1 大 于 物体 吸收 光 油 内 主要 波长 的 相反 
的 极限 情况 (1 之 Xo)。 在 这 里 我 们 首先 假定 温度 竺 于 震 。 

在 普通 公式 (92. 3) 内 ， 再 引进 新 的 积分 变数 z= 二 2plE/c, 但 代 
赫 保留 了 作为 第 三 个 变数 ,于 是 > 


rs) St et T + 








十 


(s1-t 81p) (sz 二 sap) os 1 | oy gr 
4 | an 《sa 一 82p) :| ja 


s=s(i25), S 一 V (1+ 
由 于 分 母 内 有 e”, 因而 在 dx 间隔 内 起 主要 作用 的 值 为 x 一 1 又 因 
为 p>1, 因而 当 1 很 大 时 , 在 变数 值 的 重要 区 域内 ， 画 数 s 的 宗 量 
”接近 于 震 。 由 于 示 , s+ 和 ss 可 以 用 它们 在 w= 0 时 的 值 来 代替 , 也 
即 是 用 静电 介 电 常数 来 代替 ， 我 们 把 它们 表示 为 st 和 szo。 在 金 
属 内 , 当 一 0 时 函数 ebw) 趋 近 于 无 穷 大 ; 因此 对 于 它们 ,必须 候 
定 so 一 coo 
这 样 一 来 , 我 们 最 后 得 到 下 列 烙 果 : 


到 | 局 | -1 是 





(si0++ 810P) (S20+ 820P) ,az _1 a | 
pr dp dx, (92.7 
+ tt 810P) 《ssao 一 so0p) < Dp 》 ( ) 


| si0 一 人 / sio 一 工 十 多 ， 5s20 一 AW 820 1+ 工 十 和 5. 
此 处 吸力 与 成 反比 。 值 得 注意 的 是 ， 在 这 种 极限 情况 下 ， 吸 力 
只 依赖 于 两 种 媒质 的 静电 介 电 常数 。 
我 们 来 研究 某 些 特殊 情况 。 当 两 种 媒质 为 金属 时 ， 我 们 得 到 
特别 简单 的 灶 果 。 在 (92. 7) 式 内 合 sto 一 sz 一 cc; 我 们 得 到 
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一 一 -一 一 一 


”mm ho Tf 2 dp dy he 7r2 
rr)| (Be 8) 


这 力 一 般 和 人 金属 的 种 类 无 关 ( 当 距离 很 小 时 ,这 一 性 质 不 存在 ,这 
时 相互 作用 力 依 赖 于 汞 数 s(iE) 不 只 当 E€=0 时 , 而 且 对 的 所 有 
值 都 是 如 此 9。 

对 于 两 种 相同 的 电介质 (sw 二 826 二 80)， 由 对 (92.7) 式 进行 数 
. 值 积分 , 得 到 娃 果 为 z 
- FF 一 党 Po) 9(eo， (92.9) 
式 中 9(s0) 为 一 画 数 , 其 数值 如 图 45 内 的 图 线 所 示 。 





45 
最 后 ， 在 (92. 7) 内 过 渡 到 单个 分 子 相互 作用 的 情况 。 为 此 和 
下 面 一 样 ， 我 们 假定 两 种 媒质 相当 稀 巩 ， 也 即 是 善 值 so 一 1 和 


so 一 1 很 小 。 对 于 《92. 7) 式 的 被 积 式 展 开 为 这 些 差 值 的 赛 租 数 ， 
只 保留 不 为 雳 的 第 一 项 , 我 们 得 到 


@ 公式 (92.8) 以 前 凤 由 卡 西 米尔 (Casimir, 1984) 用 另 一 种 方法 导出 。 


| 
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上 全 Bo | 2 | tape Dom- 
或 者 


te 92. 10) 


这 力 相当 于 分 子 与 能 量 
De 23hc (sio 一 1) CE 全 23hc 
647 2 N? ~ 47R' 
的 相互 作用 ， 式 中 a 和 ow 为 两 个 分 于 的 静电 极 化 紊 。 这 个 公式 和 
卡 西 米尔 与 波 耳 德 (Polder) (1948) 利用 量子 力学 方法 计算 两 个 分 
开 很 大 距离 的 分 子 之 问 的 吸力 所 得 到 的 精 果 相同 ， 这 时 相互 作用 
的 迟延 效应 变 成 重要 。 
为 了 得 到 计 及 温度 影响 的 公式 ， 我 们 回 到 起 始 公 式 (92. 1), 并 
且 看 一 看 ， 当 T=0 时 导 至 (92.3) 式 的 变换 ， 当 人 二 0 时 应 如 何 修 
正 。 画 数 cth(hw/27T) 在 虚 轴 上 有 无 限 多 的 极点 ,并 且 等 于 


Vn 一 放下 (92. 12) 


式 中 ?为 整数 。 因 此 , 当 把 对 dw 的 积分 路 黎 移 到 虚 轴 上 时 ， 必 须 
沿 千 贺 兢 过 这 些 极点 , 除 极点 w 一 0 外 , wow 一 0 的 极点 可 以 沿 四 分 之 
一 的 圆 来 粒 过 (图 446)。 但 是 这 样 的 燃 过 就 会 对 积分 的 实数 部 分 
作出 贡献 ， 这 贡献 等 于 被 积 式 相 对 于 极点 的 留 数 乘 上 mi (对 极点 
n 一 0, 乘 上 亿 i)。 对 脱 轴 在 极点 问 的 部 分 进行 积分 答 出 入 虚数 值 ， 


在 地 实数 值 时 消去 。 
这 样 一 来 , 我 们 得 到 下 面 的 公式 : 


SS & |r {| et) emt Do 2pe nl/e 1| + 
A n=0 1 . 





Coto (92. 11) 


(81n P) (son p) 
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[ee we 1} Jap, (92.13) 
sn= Men—ltH, sn—e(itn), 
累加 符号 上 带 撤 表 示 , n==0 的 项 必须 取舍 值 。 当 人 一 0 时 ;, 极点 问 
的 距离 也 趋 近 于 震 ， 因 而 对 冯 的 求 和 可 以 用 对 吐 的 积分 来 代替 ， 
于 是 重新 得 到 不 包含 人 的 (92; 3) 式 。 

虽然 在 距离 很 小 的 极限 情 癌 下 ， 求 相互 作用 力 时 实际 上 当当 
可 以 假定 物体 的 温度 等 于 零 , 但 在 大 距离 时 , 温度 的 影响 可 以 变 得 
”很 重要 。 对 距离 1 时 的 特征 温度 为 hc/1, 容许 假定 T=0 的 条 件 ， 
粗糙 地 说 来 为 1F/kce<1。 当 温度 相当 低 时 ， 这 条 件 当然 和 条 件 
1 六 是 相 容 的 。 但 在 高 温 时 这 两 个 条 件 可 以 互相 矛盾 ， 于 是 

(92. 7) 的 极限 定律 的 应 用 区 域 实际 上 已 不 存在 。 
我 们 现在 来 研究 距 殉 1 很 大 .使 IT/hc 污 1 的 极限 情况 。 于 是 
从 (92. 13)' 式 总 和 的 各 项 内 只 须 保留 第 一 项 。 但 是 由 于 这 时 所 引 
起 的 不 确定 性 (因子 总 变 为 需 ， 而 对 也 的 积分 为 发 散 的 )， 因 而 不 
能 在 〈92. 13) 式 内 立即 倒 % 一 0。 但 如 果 先 引进 新 积分 变数 2 一 
二 2p&nl/c 以 代 灰 0 (结果 因子 总 被 渝 去 )， 我们 就 可 以 简 过 这 一 
困难 。 然 然后 售 % 一 0, 我 们 得 到 、 











= (slio- 二 工 ) 《szo 士 1) 7 
F= el | Cant te 二 1 -1 dx. (92. 14) 


由 此 可 见 , 在 距 况 很 大 时 , 相互 作用 力 的 宫 减 变 慢 , 重新 回 到 定律 
1/1a， 其 系数 依 屯 于 温度 和 介 电 常数 的 静电 值 。 当 17/hc 大 时 ， 
(92. 18) 式 总 和 内 上 以 下 的 各 项 指数 式 地 衰减 。 
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$ 93. 各 向 同性 媒质 内 散射 的 普通 理论 
上 面 第 九 章 至 第 十 一 章 所 介 结 的 电磁 波 在 透明 媒质 内 的 传播 
理论 ， 完 侈 没有 考虑 比较 弱 的 但 在 原理 上 却 是 非常 重要 的 散射 现 
象 。 这 种 现象 的 实质 是 产生 一 种 弱 强 谋 的 散射 波 ， 基 频率 和 传播 
方向 都 和 原来 基 波 的 不 相同 。 
散射 现象 的 发 生 ， 是 由 于 媒质 内 的 电荷 在 大 射 波 场 的 作用 下 
运动 改变 的 车 果 。 这 种 运动 的 改变 引起 发 射出 一 种 新 的 波 一 一 散 
_ 射 波 。 研 究 散 射 现象 的 微观 机 构 必 须根 据 量子 力学 。 但 是 这 种 研 
完 对 发 展 下 面 所 介 缕 的 宏观 理 蕉 大 不 需要 。 因 此 ， 我 们 只 限于 对 
散射 时 引起 波 频 率 改变 的 过 程 的 特征 , 作 一 些 扼要 的 说 明 。 
”散射 的 基本 过 程 是 散射 系统 吸收 初始 量子 hw 以 后 同时 发 射 
出 另 一 个 量子 hw'。 被 散射 量子 的 频率 w' 可 以 小 于 也 可 以 大 于 频 
率 w( 这 两 种 情况 分 别称 为 斯 托 克 斯 散射 和 反 斯 托 克 斯 散射 )。 在 
第 一 种 情况 下 , 系统 吸收 能 量 h(w 一 w), 而 在 第 二 种 情况 下 , 系统 
放出 能 量 &(o" 一 o)， 帮 且 跃 迁 到 能 量 较 低 的 状态 。 例 如 ， 在 最 简 
单 的 气体 的 情况 下 , 散射 发 生 在 各 个 分 子 上 , 而 且 频 率 的 变化 可 以 
”是 由 于 分 子 跃迁 到 另 一 能 舌 ， 也 可 以 是 由 于 整个 分 子 的 动能 改变 
"0 
一 种 散射 过 程 是 初始 量子 保持 不 变 , 但 它 它 引起 散射 系统 
> 
Ce ae 
种 过 程 在 通常 的 条 件 下 ， 与 第 一 种 过 程 比较 ,是 非常 稀少 的 ， 
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因而 在 散射 现象 中 实际 上 不 起 任何 作用 @。 

我 们 现在 来 研究 去 观 的 豚 射 理 葵 ， 首 先 必须 将 其 中 求 平均 的 
意义 加 以 精确 化 。 如 在 $ 90 开头 所 指出 的 ， 在 宏观 电动 力学 中 ， 
对 一 个 量 求 平均 可 以 看 成 包括 两 步 运 算 : 首先 固定 一 个 物理 无 限 
小 体积 内 的 粒子 的 位 置 不 变 对 这 体积 求 平 均值 ， 然 后 再 将 所 得 到 
的 精 果 对 粒子 的 运动 求 平均 值 。 但 是 在 散射 理 葵 中,, 这样 求 平均 
从 一 开始 就 是 不 可 能 的 , 因为 对 粒子 的 运动 求 平均 , 会 使 我 们 正 要 
. 研究 的 现象 消失 。 因 此 , 例如 , 在 散射 理论 中 出 现 的 散射 波 场 的 强 
度 和 感应 强度 ， 必 须 理解 为 只 是 第 一 部 分 平均 的 苦果 。 这 样 理解 
的 被 散射 波 场 的 单 色 分 量 , 在 这 一 节 内 我 们 将 用 E', H', D'，B' 来 
表示 。 

入 射流 的 场 用 不 展 托 的 生母 下 和 可 表示 。 在 这 一 章 内 ,我 们 
假定 入 射 波 是 频率 为 的 单 色 波 。 

对 被 散射 波 在 媒质 内 的 传播 过 程 ， 威 应 强度 和 电场 强度 之 问 ， 
的 关系 式 为 D' 二 s(w')E'( 假 定 散 射 媒 质 是 各 向 同性 的 )。 但 是 这 
种 关系 式 内 并 不 包含 散射 现象 ， 也 即 是 不 包含 在 天 射 波 的 作用 下 
所 发 生 的 散射 波 。 要 描写 散射 波 , 必须 在 D" 的 式 子 内 计 及 小 的 附 
加 项 。 在 第 一 近似 下 , 这 样 的 项 必须 是 大 射 波 场 的 禾 性 项 ; 这 种 关 
系 的 最 普 逼 形式 为 
D:= 8 bt a Br BinEk. | 《93. 1) 
这 里 8! 表示 slw'), 而 aip 和 Bis 为 表征 媒质 散射 性 质 的 张 量 。 在 
普通 情况 下 , 它们 不 具有 对 称 性 质 , 而 它们 的 分 量 为 散射 波 频 率 / 
和 和 大 射流 频率 的 函数 外 。 

四 在 $94 内 ,我 们 将 看 到 , 受 追 幅 射 效应 对 TKhlw 十 w 站 钓 任何 温度 孝 是 很 小 
的 。 但 在 射 颇 范 园 内 , 它 可 能 变 得 很 重要 。 

国 a 和 8 的 张 晤 性 质 当 然 不 与 所 假定 的 媒质 的 各 向 同性 相 矛 盾 。 只 有 媒质 的 完 


全 下 均 的 性 质 字 是 各 岛 同 性 的 。 但 与 平均 牲 质 的 局 部 偏离 ， 其 忠 记 包括 (93. 1) 式 的 附 
加 项 ， 则 不 一 定 是 各 向 同性 的 。 
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(93. 了 式 内 的 最 后 一 项 是 由 受 迫 辐射 过 程 所 引起 的 散射 部 
分 。 实 际 上 , (93. 1) 式 右 侧 的 各 项 必须 对 应 于 和 左 侧 的 D' 相同 的 
频率 w'。 因 为 E* 的 频率 为 一 o, 因而 Bix 的 频率 必须 为 w 十 w", 以 
使 乘积 BpB¥ 的 频率 为 w'。 但 是 wo 十 由 恰巧 就 是 表征 受 迫 辐射 过 
程 的 频 雍 。 由 于 上 面 已 指出 这 种 效应 很 小 ， 因 而 可 以 略 去 (93. 1) 
式 内 的 相应 项 , 在 下 面 我 们 将 写 为 

D' = eB + ows. (93.9) 

B' 和 H' 之 问 的 关系 ， 可 用 类 似 的 公式 来 表示 。 但 是 我 们 将 
忽略 媒质 的 磁性 质 , 这 通常 对 于 光 的 散射 现象 是 完全 不 重要 的 , 因 
而 我 们 可 以 今 也 "= 下 

散射 波 场 的 麦克 斯 韦 方程 为 


1 
rot E'=iS-H’. ot H'=—i-D'. 
从 这 些 方程 内 演 去 HH', 我 们 得 到 
2 
rot rot E' = aD. 
. 根据 (93. 2) 代 入 | 
AR | 


式 中 oE 表示 分 量 为 aisBs 的 矢量 ,并 考虑 到 div D' 一 0, 于 是 我 们 
得 到 D' 的 表达 式 为 

AD' 二 12D' = — rotrot (aE), (93. 3) 
式 中 如 二 (w/c)Vs 为 散射 波 的 波 矢量 。 

为 了 精确 地 表述 出 求解 (93. 3) 式 的 条 件 ， 我 们 把 散射 媒质 分 
成 着 多 小 区 域 ( 但 是 每 一 区 域 的 线 诬 仍然 大 于 分 子 的 距离 )。 由 于 . 
散射 过 程 是 分 子 性 质 的 ， 因 而 在 媒质 ( 非 晶体 ! ) 内 各 点 处 , 这 些 过 
程 之 商 的 关联 一 般 悦 来 只 能 扩展 至 分 子 距离 DO。 所 以 ， 从 媒质 的 


© 在 $ 96 内 将 提 到 的 特殊 散射 情况 可 能 是 一 个 例外 。 在 这 些 情史 ， 散射 区 
域 的 缕 度 必须 假定 也 大 于 光 的 波长 。 


$93. 务 询 交 性 媒质 内 散 身 的 普遍 理论 529 
各 个 小 区 域内 发 出 的 散射 光 是 非 相 干 的 。 因 而 ， 我 们 可 以 这 样 来 
研究 一 个 小 区 域内 的 散射 ,仿佛 在 媒质 的 其 余 体积 内 , 光 傅 播 时 是 
没有 散射 的 。 这 样 ,. 我 们 就 可 以 计算 出 离 物 体 散射 部 分 很 远 处 的 
散射 波 的 场 。 利 用 离 源 很 远 处 的 推迟 势 的 熟知 近似 表达 式 D， 可 
以 立刻 写 出 所 求 的 (93. 3) 式 的 解 为 





和 汪 ek'Ro 
D = rot To 上 大 


式 中 Ro 是 散射 体积 (对 它 进行 积分 ) 内 某 一 点 至 场 的 观察 点 的 定 
径 矢 量 ， 而 矢量 k' 的 方向 和 Re 相同 。 上 面 的 积分 与 观察 点 的 坐 
标 无 关 。 在 进行 微分 后 , 并 且 和 通常 一 样 ， 只 保留 包含 亏 的 项 ， 我 
们 得 到 


| (aE)e-ir'ray, (93. 4) 


D’ a RI) | CE)e- ar | 
因为 在 观察 点 处 , 我 们 把 媒质 看 成 是 不 散射 的 , 因而 在 这 一 点 
处 , D' 和 E' 间 的 关系 简单 地 为 D' 二 s'E'。 在 入射 波 场 E 内,; 我 们 
分 出 空间 周期 因子 , 写 为 








E=Eoeir. 
然后 引进 符号 : 
G=| (CoEoe-ear， (93. 5) 
式 中 qkK kk, 
我 个 写 出 有 
FE- 一 TIKG]1 (93. 6) 
47Roe’ . “ 


矢量 耳垂 直 于 散射 波 的 方向, 并 且 由 矢量 G' 垂直 于 芷 的 投影 
给 出 。 . 
我 们 这 样 求 出 了 散射 波 的 未 至 均 的 场 后 ， 现 在 就 可 以 来 研 究 


@ 参阅“ 场 论 ”第 二 版 ,867。 
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散射 光 的 强度 和 偏振 。 为 此 , 必须 组 成 张 量 : 

| Tp= EE, (93. 7) 
式 中 横 线 表示 到 此 为 止 向 未 进行 的 最 后 对 物体 内 粒子 的 运动 求 平 
均 。 对 二 项 式 求 平 均值 当然 得 到 不 为 需 的 车 果 。 因 为 E'.Lk’, 因 
而 张 量 Tiw 只 在 垂直 于 k' 的 平面 内 有 不 为 才 的 分 量 ; 这 些 分 量 在 
贰 平面 内 构成 二 蕉 张 量 Ts( 用 希腊 字母 表示 的 下 角 标 取 两 个 值 )， 
. 按照 定义 ， 张 量 Is 是 厄 密 型 的 : 1. 一 寿 。。 可 以 把 它 化 到 “主轴 ” 
上 , 而 且 它 的 两 个 主 值 之 比 输 出 演 偏 振 度 , 而 它们 的 和 与 光 的 总 强 
度 成 比例 ®。 
” 在 乘积 妈 Br* 内 包含 积分 G; 的 乘积 ; 也 必须 对 它们 求 平 均 。 
把 两 个 积分 的 乘积 写成 重 积分 形式 , 我 们 得 到 


GG = BoBin| | oa ea "aaapa (93. 8) 


右 角 上 的 指数 (1) 和 (C32) 表示 , o 的 值 取 在 空间 的 两 个 不 同 的 点 处 。 

对 被 积 式 求 平 均值 时 必须 孝 卡 到 ， 在 物体 不 同 点 处 的 4 值 竟 ， 
的 关联 , 一 般 谣 来 只 能 扩展 到 分 子 焉 离 。 这 表明 在 求 平 均值 以 后 ， 
被 积 式 只 在 |rs 一 ri|~a 时 显 落地 不 为 需 ， 共 中 ca 为 分 子 距 离 的 数 
量 级 。 指 数 因 子 内 的 圭 指 数 为 一 a/ 入 其 中 入 为 散射 波长 ; 但 是 由 
于 应 用 宏观 理论 的 必要 和 条件, 一般 必 须 g/ 和 1。 因 此 ， 我 们 可 以 
用 1 代 赫 指数 因子 ®@。 

其 其 ,对 坐标 m 和 rs 的 积分 ;可 以 用 对 去 《ri 十 rs) 和 上 一 扬 一 


一 rz 的 积分 求 代替 。 因 为 被 积 式 只 依 顿 于 r( 平 均 后 )， 因此 , 我 们 
得 到 

@ 中 ”和 参天“ 声 葵 ”第 二 版 ,8$ 50。 把 厄 窗 经 最 化 到 主 井上 ， 这 意味 着 抬 它 才 示 为 
k= 二 和 Ln 902 2 十 az 02 1 式 中 nD 和 ma(2) 在 普 逼 情况 下 是 相互 垂 让 的 复数 单 


位 矢量 : RD nD*=nDn23*=1,mDn2*=0。 厄 密 张 最 的 主 值 X1*2 为 实数 。 
@@ ”但 是 在 瑞 利 散射 的 情况 下 , 容许 这 种 忽略 还 要 求 作 进 一 步 的 言论 (参半 8$95)。 
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GG =V Bo Bt, [ie yo aV, (93. 9) 


式 中 为 物体 散射 区 域 的 体积 ， 因 而 可 以 预先 看 出 散射 必须 与 7 
成 正比 。 我 们 注意 到 , 从 (93. 9) 式 以 及 下 面 的 公式 内 , 完全 消去 了 
入 射 波 的 波 矢量 k 的 方向 。 

(93. 9) 式 的 积分 构成 一 个 四 秩 张 量 ， 它 只 依赖 于 散射 媒质 的 
性 质 。 由 于 媒质 是 各 向 同性 的 , 因而 这 个 张 量 的 最 普 逼 形式 为 


| dy = 全 2 mon! + Ddipdm, (93. 10) 


式 中 a, b,c 为 标量 常数 (更 精确 地 襄 , 为 和 w' 的 画 数 )。 这 张 量 

对 下 角 标 i, 1 和 多 m 的 换 位 自动 地 是 对 称 的; 但 是 这 种 换 位 等 效 

于 变换 到 复数 共 由 景 (由 于 点 1 和 2 是 等 效 的 ); 因而 张 量 (93. 10) 
以 及 常数 mw be 均 为 实数 。 
将 (93. 10) 代 入 (93. 9) 内 , 我 们 得 到 

+ op Eon bBor Btusin! . 《93. 11) 


ee 
Go =7! 5 2 


这 个 式 子 可 以 立即 写 出 来 ， 因 为 它 是 二 秩 的 厄 密 型 张 量 的 最 普 损 
形式 , 它 对 Eo 是 二 次 的 , 并 且 不 包含 任何 其 他 特定 的 方向 。 当 然 ， 
这 个 张 量 对 k' 不 是 “横向 ”的 。 将 (93. 11) 式 的 张 量 “投影 "到 垂直 
于 k' 的 平面 内 ， 我 们 就 得 到 所 求 的 张 量 Ts 的 最 普 台 形式 ; 为 此 
只 要 选择 坐标 系 的 一 个 轴 沿 k' 方向 , 并 且 求 出 张 量 在 共 他 两 个 轴 
上 的 分 量 。 

我 们 现在 来 研究 杰 偏 振 波 的 散射 。 这 种 波 的 场 Eo 的 振幅 可 
以 定义 为 纯粹 的 实数 量 @。 因 而 散射 光 的 张 量 Tu 的 全 部 分 量 也 
都 为 实数 。 这 来 明 散 射 光 是 部 分 偏振 的 ， 而 且 可 以 分 解 为 两 种 独 
立 的 ( 非 相干 的 ) 波 , 其 中 每 一 种 波 都 是 厂 偏 振 的 。 由 于 张 量 Ts 依 


@ 参半 “ 场 论 ” 第 二 版 , $§438, 50。 由 于 得 到 的 公式 是 非常 复杂 的 , 我 们 在 这 里 不 
去 研究 梯 加 偏振 光 的 散射 。 











2 os Pe, 
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燥 于 两 个 选 定 的 方向 (Eo。 和 k'), 因而 可 以 预先 看 出 ， ee 
一 种 波 偏振 时 矢量 E' 在 也 ok' 平面 内 , 而 另 一 种 波 偏振 时 公 量 
垂直 于 这 个 平面 。 散 射 光 的 这 两 个 分 量 的 强度 我 们 分 别 用 石和 也 
表示 ; 它们 分 别 由 张 量 14s 的 主 值 答 出 。 
当 Eo 为 实数 时 , (93. 11) 式 变 为 
GOr=V{aBouBop+bB28n). .| (93. 12) 
首先 我 们 注意 到 ， 六 偏振 光 的 散射 是 由 两 个 而 不 是 由 三 个 独立 常 
数 决定 。 为 了 求 出 六 和 五， 我 们 把 张 量 Eo 投影 到 上 述 的 两 个 偏 
振 方 向 上 , 在 取 张 量 (93. 12) 的 相应 分 量 后 ; 我 们 得 到 
7 一 xsin20 二 D， Ib, - 《93. 13) 
上 比例 系数 相同 ; 式 中 9 为 Eo 与 散射 方向 k' 问 的 夹 角 。 我 们 注意 
.到 , 电场 的 极 化 垂直 于 Eo、k’ 平面 的 散射 光 分 量 的 强度 与 散射 方 
自然 光 通 过 媒质 时 ， 散 射 光 是 部 分 偏振 的 ， 寿 且 从 对 称 性 可 
知 , 它 的 两 个 非 相 干 的 分 量 是 线 偏 振 的 , 其 电场 在 kK, k' 平面 (散射 
平面) 内 ,并且 与 它 牌 址 。 我 们 分 别 用 .了 ， 和 六 表示 这 两 个 分 量 的 
强度 。 为 了 求 出 它们 , 我 们 再 将 (93. 11) 式 对 在 垂直 于 k 的 平面 内 
的 矢量 Eo 的 各 个 方向 求 平 均 。 乘 积 及 :6 在 这 样 平均 后 输出 


Bo: Bin = = 二 |Eol? (Bip — Ninp) (93. 14) 


n 为 kK 方向 的 单位 矢量 ; 这 是 一 个 一 秩 的 张 量 , 只 依 顿 于 K 的 方向 ， 
在 降 秩 时 给 出 IEo1”, 大 上 且 满足 条 件 : 

mBo: Be 一 (nnEo)Ets =0. 
由 此 可 见 , 自然 光 我 们 有 


GG CF = VIEo|? 3 (8ig — Rinp) 十 Das. C93. 15) 、 


最 后 , 取 这 个 张 量 在 两 个 偏振 方向 上 的 分 量 , 我 们 得 到 所 要 求 的 公 


8 93. 各 身 同 性 媒质 内 和 散射 的 普 融 理论 533 
式 为 
T 一 全 cos28 十 b， Too + (93. 16) 


式 中 3 为 散射 角 (k 和 井 的 夹 角 )。 

我 们 现在 回头 研究 联系 标量 常数 w be 与 张 量 oi 的 公式 
(93. 10)。 和 二 秩 的 任何 张 量 一 样 , 张 量 aix 在 普 逼 情况 下 可 以 写 
成 是 三 个 独立 部 分 之 和 : 


Qin = bik + sin + ik (93. 17) 


式 中 a 一 asi 为 标量 , sis 为 迹 等 于 零 的 对 称 张 量 (sin 一 si sk 一 0)， 
而 ix 为 反对 称 张 量 。 把 上 式 代 入 (93. 10) 式 , 并 对 不 同 的 指标 对 
进行 降 秩 ; 于 是 我 们 得 到 下 列 三 个 方程 9: 


6a 十 32 十 3c 一 | dy = ia， 





一 人 Do dy 十 | 5 号 say 十 | oa ay, (93. 19) 


1 
3 
6a+3b—3c = [oer = 





tavawar + | sgtp*ar — aa ar, 
这 些 方程 的 右 侧 以 及 它们 对 ww bc 的 解 关 不 包含 o sip, aiz 的 


@@ 《这些 方 程 有 边 的 积分 为 正 值 , 因为 利用 从 (93.8) 式 变 换 到 《93.9) 式 的 逆 变 ， 
换 , 可 以 把 共 中 的 每 一 个 写成 完全 平方 的 形式 。 用 49,5, 袁 示 这 三 个 积分 [也 郎 是 对 
abc 解 (93.18) 式 ], 我 们 得 到 4,6,c 的 三 个 不 等 式 为 
2at+b+c>0, 
b+t+c—a>0, 
2b+a~—c>0. 
从 这 些 不 笑 式 中 特别 得 出 5>0。 
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又 积 。 这 表明 任何 散射 过 程 都 可 以 表示 成 三 种 过 程 (三 种 散射 类 
型 ) 的 益 加 形式 ， 我 们 可 以 分 别 把 它们 称 为 标量 散射 对称 散射 和 
反对 称 散射 。 我 们 来 分 别 研究 这 三 种 散射 类 型 。 

在 (93. 18) 式 的 右 侧 只 保留 头 一 项 , 我 们 得 到 


a=0= 二 |a vas ay, 二 多 (93. 19) 
从 (93. 13) 式 我 们 看 出 ， 偏 振 光 发 生 标 量 散射 时 ， 散 射 光 也 是 完全 
仿 振 的 , 其 强度 的 角 分 布 由 下 式 给 出 
7 一 汪 sin2g 


《这 里 和 下 面 , 7 的 表达 式 都 已 归 一 化 为 : 使 它们 对 方向 的 平均 等 
二 1)。 当 自然 光 散 射 时 ， 总 强度 的 角 分 布 和 散射 光 的 消 偏 振 度 ， 
按照 (93. 16) 式 , 由 下 列 公式 给 出 : 


7 一 7 十 7 一 半 (1+ cos?9)， 天 一 cos2 


4 


[参阅 415 页 底 注 内 的 公式 .]。 
对 对 称 散 射 , 由 (93. 18) 式 给 出 


oa 一 之 = 一 全 = 动 动 | 唱 s 名 "ar (93. 20) 
dd 我 们 有 
本 五 + 新 (6+sin: 9), 六 
而 自然 光 散 射 时 ， 
1=20(14— sin? 9)， = 一 1 一 可 sin29. 
最 后 , 对 反对 称 散射 ， 我 们 得 到 
a (93. 21) 
偏振 光 散 射 时 ， 


到 
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1 一 字 (1+cos?g), : 天 = cos?b， 
”而 自然 光 散 射 时 ， 
二 | 7 1 
《一 总 《2 十 sin’9), a en 
8 94， 散 射 的 组 致 平衡 原理 
由 稍 致 盏 衡 的 量子 力学 普 逼 原理 2， 可 以 得 到 各 种 不 同 散射 
过 程 的 强度 之 间 的 关系 式 。 
” ， 我 们 用 dw1s 表示 量子 hw1 受到 散射 (在 单位 长 路 程 上 ) 后 在 
立体 角 元 cos 内 产生 量子 pos 的 岂 夷 。 我 们 和 再 用 wazoal 表示 量 子 
jos 受到 散射 后 在 立体 角 元 do 内 产生 量子 hwi 的 逆 过 程 的 儿 率 。 
盘 致 拉 衡 原理 给 出 这 两 种 几率 之 阅 的 关系 为 


CO1a = diD21 
Ridos Kido:’ 


式 中 fx kz 为 两 个 量子 的 波 秋 量 。 代 入 人 丰 = 81w3/6?， 芒 二 82w3/c? 
(其 中 81 二 8(w1)， sz 一 s(mz))， 我 们 得 到 
2 _ saa3 Seu. ， (94., 1) 


E101 no 
之 


在 这 关系 式 内 假定 了 散射 系统 的 初 态 和 末 态 对 应 于 分 立 的 能 
级 丈 和 Eo, 它们 之 加 的 关系 为 
Bi+ho= Eo hwo. 
:这 种 提出 问题 的 方式 并 不 完全 符合 于 实际 的 情况 ， 因 为 宏观 物体 
的 能 级 袜 是 非常 密集 的 , 因而 必须 看 成 是 淮 连 各 谱 。 
所 以 代替 具有 严格 确定 的 频率 变化 的 散射 几率 dwis， 我 们 必 
须 引 入 在 频率 范围 dos 内 的 散射 几率 ， 也 即 是 物体 跃迁 到 能 量 在 
ds 一 hdwsz 范 图 的 状态 的 几率 。 我 们 用 dhiz 表示 这 儿 率 (仍然 化 


@ 参 较 “ 量 于 力学 ”,，§ 116。 
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为 单位 长 路 程 的 》 我 们 有 


df, 一 eis ol 2 一 ds 六 


式 中 ds 为 物体 在 能 量 范 转 dz 内 的 盘子 态 数目 。 代 替 (941. 1)， 
我 们 现在 写 出 
ar CLII。 ,2 dhss dl, _ dhol 





h qu， 


a od dl ode | 
但 是 te ti se 











~ dryaB _ oo, 
dls /dB, - 


因为 由 一 个 量子 散射 所 引起 的 物体 能 量 的 变化 与 其 本 身 的 能 量 比 
较 是 极其 微小 的 ， 因 而 精 的 变化 也 比较 小 ， 所 以 我 们 可 以 假定 它 
等 于 

t Pi~ Fs (Bi— 四) 一 坟 ( 本 一 配 一 条 (os 一 o)， 





考虑 到 这 种 情况 后 ， 我 们 最 后 可 以 将 散射 的 组 和 致 平衡 原理 的 
表达 式 写 成 下 面 的 形式 : 


Cjia dho! 





hw 
一 到 th 
人 E10 C co2 
下 Tidosdoy 3 2 doidwr 


量 吸 ( 量 网 为 厘米 -1 称 为 光 散 射 的 微分 油光 系数 。 也 可 以 如 
下 来 定义 它 。dh 是 单位 时 间 内 在 媒质 单位 体积 内 所 散射 (在 须 率 
范围 dw 和 do 方向 上 ) 的 量子 数 与 天 射 光 内 光子 流 的 密度 之 比 ,将 
dh 对 散射 光 的 所 有 方向 和 所 有 频率 进行 积分 , 我 们 就 得 到 总 演 光 
. 系数 , 它 代表 光子 流 在 散射 媒质 内 传播 时 光子 流 密度 的 衰减 率 。 
” 珊 os 一 ol。 关 系 式 (94. 2) 把 斯 托 克 斯 散射 (1 一 27 强度 ( 洽 光 
系数 ) 和 反 斯 托 克 斯 获 射 (3 一 1 强度 联系 起 来 。 我 们 看 到 , 第 二 各 
“散射 一 般 说 来 此 第 一 种 散射 大 致 小 一 个 因子 : 


(94. 2) 
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NW) 
T 


这 种 情况 具有 相当 普 台 的 性 质 ，' 它 相应 于 能 量 从 物体 传递 给 电磁 


场 时 使 这 过 程 的 几率 减 小 e- 冬 倍 , 式 中 A 为 所 传递 的 能 量 , 特别 
是 由 于 这 一 原因 , 被 迫 辐射 通常 是 非常 微小 的 , 这 时 物体 在 每 次 散 
射 动 作 中 所 放出 的 能 量 为 &(aoi 十 oz)。 当 jwi 十 os) 六 人 时， 这 种 
过 程 的 几率 包含 一 个 很 小 的 因子 : 


Co 十 an 
至 


在 散射 时 频率 改变 很 小 这 一 重要 情况 下 ， 普 副 关 系 式 (94. 2) 
可 以 大 为 简化 。 我 们 把 w; 简单 地 表示 为 。， 而 把 小 差 值 wz 一 ol 
并 示 为 Aw(Awo< 冬 w)。 此 外 ， 为 简单 起 见 , 我 们 引进 符号 : 


di _ 
ys 49). , 


在 (94. 2) 式 的 非 指 数 因 子 sa 内 , 我 们 可 以 略 去 差 数 Am) 然后 在 
等 式 两 侧 消去 它们 后 , 于 是 利 下 





_h(wW+Aw) 
下 


Tw, A Yo A — 人 Aw)e 
画 数 7T(w 十 Aaw, 一 Aw) 的 第 一 个 宗 量 给 出 光 的 初始 频率 , 我 们 可 以 
覆 去 其 中 的 Aw, 也 即 是 把 散射 光 的 强度 化 为 对 入 射 光 的 某 一 位 移 
后 的 频率 值 而 首 。 于 是 


Tw,Aw)=1(0,— Aw) : (94. 3) 
在 这 种 近似 下 ， 等 式 两 侧 的 了 系 对 大 射 光 的 同一 频率 而 昔 。 换 名 
话说 ， 关系 式 (94. 3) 给 出 同一 种 光 的 斯 托 克 斯 散射 和 反 斯 托 克 斯 
散射 淹 的 简单 关系 , 其 频率 移动 的 移 对 值 Aw 相等 。 

§ 95。 频率 改变 小 的 散射 


$ 


$ 93 内 所 发 展 的 理 葵 具有 充分 的 普 允 性 ， 可 以 应 用 于 各 向 同 
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性 媒质 内 的 各 种 散射 情况 ， 而 与 散射 的 具体 机 构 无 关 。 但 是 这 种 
洗脸 的 普 逼 性 当然 不 能 推广 到 很 远 , 对 散射 现象 的 进一步 研究 , 还 
需要 作 一 些 更 特别 的 假设 。 

在 大 多 数 观 察 到 的 实际 情况 下 ， 光 的 散射 只 引起 频率 比较 小 
的 改变 :Aow=o 一 wo。 下 面 的 填 算 即 是 针 指 这 种 情况 而 昔 , 而 且 除 
条 件 Aw<o, 我 们 还 假定 在 频率 范围 Aw 内 , 媒质 的 折射 系数 改变 
比较 小 。 后 一 条 件 表明 ， 频 率 % 不 能 太 舍 近 散 射 媒质 的 吸收 区 域 
(或 吸收 区)。. EC 

如 果 w 属于 汉学 光 玫 区 域 ， 旭 小 Ao 的 微观 散射 机 构 可 能 与 
原子 和 分 子 的 某 些 运动 (也 即 是 原子 核 的 运动 , 当 它 与 引起 光学 路 
迁 的 纯 电 子 运 动 方向 相反 时 ) 有 关 , 这 些 运动 包括 分 子 内 原子 的 振 
动 , 整个 分 子 的 转动 或 振动 等 等 。 ，、 

假设 g= g() 为 描写 引起 散射 的 运动 的 一 组 坐标 9。 因 为 这 种 
运动 比较 慢 , 因而 我 们 可 以 从 新 的 观点 来 研究 散射 的 宏观 描写 .也 
即 是 可 以 引进 介 电 常数 张 量 stw(g)， 它 的 分 量 在 任何 时 刻 都 只 依 
顿 于 同一 时 鹿 作 为 参量 的 坐标 g 的 数值 。 这 一 性 质 是 由 于 我 们 假 
定 s 的 相对 改变 很 小 。 这 样 引入 的 介 电 常 数 是 对 原子 核 的 位 置 因 . 
定时 对 电子 的 运动 求 平 均 的 场 而 言 。 对 于 完全 的 平均 场 ( 也 包括 对 
原子 核 运 动 求 平均 )， 介 电 常 数 变 成 标量 8 一 s(w)。 sin 与 这 个 值 
的 偏差 我 们 用 six 表示 : 

8ip(q) 一 538i5 十 8sik(C9). (95. 1) 

张 量 siw 给 出 作为 时 间 画 数 的 场 强 和 感应 强 庶 之 癌 的 关系 。 
应 着 重 指出 , 入 射 波 仍然 假定 为 单 色 的 (频率 为 。), 但 散射 波 的 场 
E' 现 在 看 作 是 时 间 的 画 数 ， 不 能 分 解 为 单 色 分 量 。 总 场 包括 入 射 
波 的 场 互 和 散射 波 的 场 也 ;于 是 

@ ”为 障 革 起见, 我们 将 采用 古典 现 点 进行 时 论 ; 但 下 面 得 到 的 苦果 , 当 用 基于 
学 描写 原子 核 的 运动 时 , 实际 上 也 仍然 是 正确 的 。 


$95.。 鼎 茜 改变 小 迪 散 射 
D:;-j-D; = siw Br- Er). 
按照 定义 , 消去 项 D 和 sE, 并 略 去 二 级 小 量 3stk2 后 , 我 们 得 到 
D;: = sB; + éd8p(q) Br. | (95. 2) 
关系 式 (95. 2) 的 形式 和 (93. 2) 式 相同 , 但 是 其 差别 是 : 用 上 述 
方法 处 理 骨 题 时 显然 看 出 ， 在 现在 的 情况 下 ， 张 量 aip = 68ip 是 对 
称 的 。 这 可 以 从 介 电 常数 张 量 的 对 称 性 的 普 逼 理论 直接 看 出 。 此 
外 ， 因 为 透明 媒质 的 介 电 常数 为 实数 ， 可 以 断 苗 , 张 量 88ip 也 是 
实数 。 
张 量 uix 不 存在 反对 称 部 分 表明 ， 在 $ 93 末 所 指出 的 三 种 散 
射 中 , 不 存在 频率 改变 小 的 反对 称 散 射 。 
我 们 现在 来 计算 散射 的 总 强度 (频率 变化 Aw 之 w%)。 在 现在 
的 情况 下 这 可 以 计算 如 下 。 在 散射 波 场 方程 (93. 3) 内， 我 们 可 以 
用 =w s/c 代替 W( 以 及 取 w'=w 时 的 4 值 )， 然 后 这 方程 一 般 
不 再 包含 o", 也 即 是 对 场 的 任何 秋分 量 都 相同 。 因 此 , 该 方 程 也 适 
用 于 散射 波 的 未 分 解 为 傅立叶 分 量 的 场 , 我 们 用 E' 来 表示 它 。 利 
用 (93. 6) 形 式 的 解 , 我 们 得 到 


- 4 
{1E’'| 1 G|? sin?0 = 60- l GT GI sin20 
式 中 2 为 k 与 G 间 的 夹 角 , 而 短 横 表示 最 后 对 粒子 的 运动 求 平均 
(也 即 是 对 g( 丰 的 时 阅 关 系 求 斑 均 值 ), 这 和 8$ 93 内 一 样 。 

我 们 定义 消光 系数 为 散射 媒质 单位 体积 内 所 有 方向 的 散 笛 


光 的 总 强度 与 人 射 光 通 量 的 窗 度 之 比 @: 


o4 |G? 
sp Ep) ET el R00 Bop [El™ 


如 我 们 在 $ 93 内 已 看 到 的 ,在 计算 在 均值 1GT7 时 , 可 以 用 1 








@ 这 一 定义 和 § 94 所 和 给 出 的 善 丈 定义 (根据 散射 量 于 数 ) 相 差 一 个 因 于 w'/w。 
”在 现在 的 情况 下 , 可 以 假定 这 因 于 等 于 1, 因而 两 个 定义 是 等 价 的 。 
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代替 G 的 被 积 式 内 的 指数 因子 , 于 是 
| G 必 一 五 o; $e) aaadm| asd 


这 里 要 求 平均 值 的 式 子 代表 二 秩 张 量 ， 因 为 媒质 是 各 向 同性 
的 , 在 平均 后 得 到 


| sudy |8smay 一 部 (二 
这 样 一 来 , 最 后 得 到 


和 na 
或 4 
hy (Com), (95. 4) 

式 中 已 引进 符号 (……)y 表示 对 体积 到 求 平 均 。 

积分 的 均 方 值 也 可 以 写 为 重 积分 的 平均 值 形式 ， 而 且 由 此 看 
到 (参阅 $ 93) 它 与 体积 人 成 正比 。 因 此 消光 条 数 的 数值 并 不 依 吉 
于 散射 体积 , 这 正如 所 预料 的 。 我 们 还 必须 注意 到 , 消光 系数 天 也 
不 依赖 入 射 光 的 偏振 。 

公式 (95.4) 可 以 作 如 下 解释 。 我 们 可 以 形式 地 膏 ， 在 完全 的 
均匀 媒质 内 (也 即 是 介 电 常数 精确 地 为 常数 的 媒质 )， 一 般 不 存在 
散射 现象 。 从 宏观 的 观点 看 来 ， 可 以 把 散射 看 成 是 由 于 媒质 的 不 
均匀 性 所 引 超 的。 这 种 不 均 性 随时 间 的 变化 在 分 解 为 融 分 量 后 ， 
输出 光 散 射 时 的 频率 变化 。 


§ 96. 气体 和 液体 内 的 瑞 利 散 射 
按照 光 频 率 改变 的 特征 ， 可 以 区 别 两 种 散射 1) 联 合 散 射 ( 拉 


曼 - 兰 获 别 克 - 曼 捷 耳 什 坦 姆 效应 ), 引起 散射 光 内 出 现 频率 不 同 于 
大 射 光 频率 的 习 线 ; 99 瑞 利 仇 射 , 这 时 频率 基本 上 不 改变 。 


气体 内 的 联合 散射 机 构 是 : 在 大 射 光 的 作用 下 , 分 子 的 振动 、 
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转动 或 电子 状态 发 生 了 变化 2。 但 瑞 利 散射 不 引起 分 子 内 部 状态 
的 任何 变化 。 在 气体 很 稀薄 的 极限 情况 下 (分 子 的 自由 路 程 长 座 ? 
大 于 光 的 波长 ), 每 个 分 子 上 的 散射 是 独立 发 生 的 ; 这 种 现象 可 
以 用 微观 的 量子 力学 的 方法 来 研究 。 

我 们 现在 来 研究 相反 的 情况 , 即 1 区 XA8。 在 这 种 情况 下 , 气体 
内 的 瑞 利 散射 可 以 分 为 两 部 分 。 其 中 一 部 分 是 由 于 分 子 取 疝 的 不 
规则 性 ( 称 为 各 向 异性 起 伏 ) 所 引起 的 。 另 一 部 分 代表 由 气体 密度 
的 起 伏 所 引起 的 散射 。 通 过 儿 次 碰 揪 的 结果 ， 也 即 是 你 过 与 自由 
路 程 时 间 = 的 同 数 量 级 的 时 间 以 后 ， 分 子 的 取向 已 完全 改变 。 因 
此 各 向 异性 起 伏 所 引起 的 散射 导 至 出 现 比较 宽 的 秒 厂 ， 共 峰值 在 
w' 二 多 处, 宽度 为 一 h/tr。 但 密度 起 伏 所 引起 的 散射 导 至 在 这 本 底 
上 出 现 比 较 类 锐 的 届 黎 。 如 我 们 在 下 面 所 讲 的 ， 对 于 波长 为 \ 的 
光 的 散射 ， 在 体积 兴 的 密 论 起 伏 起 着 重要 作用 。 由 于 这 些 体积 
很 大 , 因而 这 些 体积 内 的 起 伏 变 化 也 比较 慢 , 所 以 散射 的 详 线 也 就 
比较 罕 。 我 们 下 面 称 这 种 计 线 为 “未 移动 的 导线 "”。 

密度 起 伏 所 引起 的 散射 是 标量 型 的 (参半 $ 93 末 ); 显然 ， 因 
为 密度 P 是 标量 ， 因 而 由 密度 PP 的 变化 所 引起 的 介 电 常数 的 改变 
is 也 是 标量 。 描 写 各 向 异性 起 伏 所 引起 的 介 电 常数 的 变化 ， 是 利 
用 迹 为 雳 的 对 称 张 量 88iw， 后 一 性 质 可 从 下 列 事实 看 出 ， 在 对 所 
有 的 方向 求 平均 时 , 这 种 效应 一 般 必须 完全 消失。 由 此 可 见 , 各 向 
异性 起 伏 所 引起 的 散射 是 对 称 型 的 。 

液体 内 的 情况 要 复杂 得 多 。 这 时 联合 散射 完全 是 由 于 分 子 的 
振动 (或 电子 ) 状 态 的 改变 所 引起 的 。 液 体内 的 散射 不 会 产生 转动 


@ 在 通常 的 观察 条 件 下 , 电子 的 跃迁 不 起 作用 。 
@ ”更 精 确 地 耽 , 下 面 的 必要 条 件 为 1<sin 卫 ， 其 中 时 为 散射 角 。 这 原因 在 于 ， 
在 确定 散射 强度 的 公式 (96.4) 内 , 光 的 眶 举 只 包含 在 9= 2 sin 子 的 式 于 内 。 
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的 联合 庙 线 。 这 原因 在 于 , 由 于 液体 内 分 子 关 有 很 强 的 相互 作 用 ， 
分 子 不 能 自由 转动 以 致 产生 分 立 的 转动 能 级 。 所 以 ， 分 子 的 转动 
和 使 分 子 改变 相互 位 置 的 其 他 运动 一 样 ， 在 液体 内 只 对 os 一 ow 处 
产生 上 比较 宽 的 散射 详 线 作出 贡献 ， 在 这 种 情况 下 ， 可 以 很 自然 地 
称 它 为 正 利 散射 。 这 种 运动 的 弛 瑰 时 间 主 要 依赖 于 小 体 的 粘 论 。 

从 液体 内 的 总 瑞 利 散 射 中 分 出 由 热力 学 起 伏 ( 密 度 、 温 度 起 
伏 ) 所 引起 的 散射 部 分 , 这 种 可 能 性 决定 于 弛 了 移 时 间 的 数值 .为 此 ， 
必须 使 液体 内 建立 焉 衡 过 程 的 弛 瑰 时 问 小 于 上 涝 起 伏 发 生变 化 的 
时 间 。 在 这 些 条 件 下 ， 可 以 观察 到 一 条 “未 移动 "的 罕 愉 线 和 其 周 
图 的 较 宽 的 本 诡 。 对 应 于 未 移动 广 线 的 散射 是 标量 型 的 。 但 是 不 
同 于 气体 的 情况 , 一般 说 来 我 们 不 能 断 阁 宽 本 诡 是 禄 对称 散 射 , 而 
没有 “ 控 杂 ”标量 部 分 在 内 。 

利用 (95. 4) 的 普 允 公式 , 很 容易 算出 未 移动 于 线 的 总 强度 。 在 
标量 散射 时 , 88ip 二 5686ip, 因而 洽 光 系数 到 为 


4 - 
hea Cae)z. (96. 1) 
如 果 用 8p 和 3 表示 密度 和 温度 的 变化 , 则 


88= 人 名) : p+( 劳 


按照 熟知 的 公式 @， A 
一 0)， 


py, (P= 3p), 


cy ee 由 此 可 见 , 我 们 最 后 得 到 
ws ap 3s\ T*/9eY 
naa| TP 了 Se ‘pez | oi 


公式 最 先 由 爱 因 斯 坦 导 出 (1910)。 





中 参照 “统计 物理 学 ”, 第 三 版 ,$ 110。 
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对 于 气体 ， 公 式 (96. 2) 变 得 非常 简单 。 气 体 的 介 电 常数 (在 

光学 频率 区 域内 ) 差 不 多 不 依赖 于 温度 ; 因此 , 方 括 弧 内 的 第 二 项 
可 以 略 去 。 对 密度 的 依赖 关系 归 畏 为 一 1 与 ?成 正比 ,因而 


p(B) 
nm 一 M5 为 折射 系数 。 还 考虑 到 ， 按 照 理想 气体 的 状态 方程 
(5) pe) 二 1/NT(N 为 单位 体积 内 的 粒子 数 ), 我 们 得 到 


es (96. 3) 
这 公式 最 先 由 瑞 利得 到 (1881)。 

其 次 ,我们 来 研究 “未 移动 ” 漳 痢 的 精灵 业 构 的 癌 题 。 为 此 ,我 
们 必须 研究 起 伏 的 时 间 过 程 。 大 家 知道 ， 在 这 方面 热力 学 起 伏 可 
以 分 为 两 类 @。 液 体内 (或 气体 内 ) 压强 的 绝热 起 伏 以 非 衰 碱 波 的 
形式 而 传播 ， 倩 播 速 庆 为 声速 允 在 这 里 我 们 不 戎 虑 声 的 吸收 ， 因 
为 它 只 是 引起 尼 厂 变 宽 ， 参 并 后 面 的 讨 座 )。 但 压强 不 变 时 的 坟 
起 钛 , 在 液体 内 一 般 是 不 能 传播 的 (只 是 由 于 热传导 而 和 逐渐 衰减 )。 
强度 的 时 间 变 化 过 程 ( 不 对 时 间 求 平均 ) 由 下 式 积 分 的 模 量 平 

方 得 出 
GC) = [aa(2) -eieay -Eo, , (96. 4) 


其 中 8s 看 作为 时 间 的 画 数 。 要 求 出 散射 漳 线 的 形状 ， 必 须 将 
G(it) 分 解 为 庙 分 量 ( 也 即 是 必须 分 解 688( 引 ), 然后 强度 按 频 这 Aw 
的 分 布 由 再 分 量 Gs 的 模 量 平方 得 出 。 但 是 这 时 在 (96. 4) 内 不 
-能 用 工 代替 因子 e 一 ， 如 我 们 在 前 面 所 进行 的 。 原 因 在 于 ， 重 
1Ga。o 上 ?显著 地 依赖 于 空间 不 同 点 处 起 伏 的 时 间 过 程 的 关联 。 这 
把 1Ga。1” 写 成 重 积分 的 形式 可 明显 看 出 : 


全 ” 参 昌 “ 连 征 介质 力学 ”第 二 版 , $ 79。 
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||ss(p asC") oie es ose) x 
xaVaV'atat'. 

同时 由 于 声 扰动 传播 的 波动 性 质 , 压强 起 伏 的 时 间 变 化 , 甚至 在 很 
大 的 距离 处 也 是 关联 的 。 这 种 情况 对 计算 说 线 的 总 强 论 并 不 重 
要 ,后 者 由 将 平方 |G (ti)1? 对 时 间 求 平均 得 出 ; 因为 G(t) 和 G* (i) 
取 在 同一 时 刻 , 因而 对 于 这 些 量 只 在 同一 时 刻 , 空间 不 同 点 处 的 68 
值 问 的 关联 站 占 重要 , 但 是 这 种 关联 只 能 扩展 到 很 短 的 距离 。 

我 们 首先 研究 由 压强 起 伏 所 引起 的 变化 8s。(96. 4) 式 的 量 是 
起 伏 8s 的 傅立叶 空间 分 量 , 共 波 矢量 为 q。 但 这 种 声音 起 伏 与 时 
癌 的 关系 由 e 妆 ^” 给 出 , 共 中 

Aw= 土 qu. 
因为 ow', 因而 
| 3 

2 
式 中 旨 为 kK' 与 k 轩 的 夹 角 ; 人 Aw 的 值 用 Awo ee 于 是 
我 们 得 到 


一 |k' 一 k| 一 2 一 sin 


Awo 一 9 一 士 2w 一 sin 过. (96. 5) 


由 此 可 见 , 压强 起 伏 所 引起 的 散射 导 至 出 现 双 线 ( 称 为 孟 德 耳 什 塔 
姆 - 布 里 测 双 和 纱 ), 共 分 量 间 的 距离 ?Awo 依 赖 于 散射 角 。 

如 上 面 所 述 ， 灶 起 伏 的 频率 为 零 。 因 此 粹 起 伏 所 引起 的 散射 
产生 一 条 Aw==0 的 中 央 线 。 z 

我 们 现在 来 求 出 双 线 和 中 央 线 的 强 诬 。 未 移动 性 线 的 总 强度 


由 公式 (96. 2) 求 出 , 于 是 只 须 求 出 例如 比值 es 就 够 了 〔 此 处 Taa 
系 指 双 线 的 两 个 分 王 的 强度 之 和 ,也 即 是 每 一 分 量 强度 的 两 倍 。 


@ 按照 (94.3) 式 , 两 个 分 量 的 强度 的 差别 是 完全 不 重要 的 , 因为 RAwo< 了 。 
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因为 双 线 是 由 压强 的 绝热 起 伏 的 散射 所 引起 的 ， 因 而 它们 的 强度 
由 下 列 的 均 方 值 给 出 : 
| 2 
($). 《82)7. ， 
利用 压强 钨 热 起 伏 的 熟知 公式 ， 莽 利 用 熟知 的 纸 热 压 和 组 和 等 
i 我 们 得 到 


Te 
ee oo 


把 把 热 导 数 ( 3 苇 ) 变换 到 变数 P 和 六 可 以 用 更 为 方便 的 量 来 表 





示 它 : 


。 一 (区 2 (hh p ae). 
所 要 求 的 强度 之 比 由 (96. 6) 与 总 起 伏 的 均 方 值 [ (96. 2) 方 括号 内 
的 式 子 ] 之 比 给 出 。 我 们 在 这 里 不 去 写 出 非常 复杂 的 普通 公式 ,只 
是 写 出 略 去 了 s 对 温度 的 依赖 关系 的 简单 公式 :: 
haa_ Co (96. 7) 


hs cp AS 
(J 明道 ,了 . 普 拉 切 克 , 1938)。 
为 了 求 出 导线 的 形状 , 必须 研究 引起 起 伏 “ 座 臧 ” 的 耗 散 过 程 。 
由 于 这 些 过 程 , 起 伏 的 振幅 按照 定律 e-7 随时 间 而 衰减 ， 共 中 的 
系数 y 为 定常 数 。 若 起 伏 振 藩 的 “本 征 频 率 ” 为 Aoe， 则 与 时 间 的 
总 依赖 关系 由 因子 ertkew+7 和 给 出 。 程 线 内 的 强度 分 布 与 这 个 因子 
的 傅立叶 分 量 的 模 量 平方 成 比例 , 也 即 是 


Cy 
A TR Ry (96. 8) 


， 式 中 廿 为 油 线 的 总 强 座 ( 这 种 广 线 形状 称 为 色散 形状 ), 弹 线 宽 庄 
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为 y。 
按照 熟知 的 声 吸收 公式 9 波 矢 量 为 q 的 声音 起 伏 的 圳 减 系 


数 为 
7 一 各 | 和 + 5+x( 革 -二 站 
式 中 力 《 为 液体 的 粘 汪 系 数 ， 而 « 为 液体 的 导热 系数 。 代 太 yg? 
一 2 人 全) (1 一 sos9), 我 们 得 到 双 塘 分 量 的 宽度 表达 式 为 
7 一 各 (1 一 cos9)| 后 n+ c+x( 汪 -十 )| (96. 9) 
0 i 6 
3 37 = xan, 


~ 


| 2 
式 中 XX 为 媒质 的 热 导 率 。 对 波 矢量 为 qa (也 即 是 空间 变化 为 e'*) 
的 起 伏 , 由 此 得 到 | 

y=Xg’=2X 久 (1 一 cos9). (96. 10) 


中 央 讽 线 的 形状 由 (96. 8) 式 给 出 ， 今 其 下 Awo=0， 宽 度 y 由 
(96. 10) 式 得 出 。 

如 本 节 开 头 所 指出 的 ,上述 的 理论 可 应 用 于 液体 内 的 散射 , 只 
要 其 中 的 弛 穆 时 间 小 于 起 伏 发 生变 化 的 时 间 。 应 注意 到 ， 在 各 种 
液体 内 ， 弛 移 时 间 有 不 同 的 数量 级 。 最 快 的 弛 移 过 程 泪 求 是 液体 
内 弹性 应 力 的 衷 碱 。 相 应 的 (< 麦克 斯 韦 式 的 沪 弛 和 殉 时 间 为 ru 
育 式 中 @G 为 切 变 模 量 @。 较 慢 的 过 程 为 分 子 的 重新 取向 ， 也 即 是 
各 向 异性 起 伏 的 “ 袁 减 ” 相应 的 (“ 称 为 德 拜 的 弛 殉 时 间 为 zp~ 


; zw 与 rp 之 差 在 大 分 子 的 液体 内 特别 天 。. 





@ 参 辐 “ 连 种 介质 力学 ”第 二 版 ,$77。 
四 “ 参 开 “ 速 继 介质 力学 凡 第 二 版 ,第 二 部 分 , $ 31。 
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最 后 ,可 能 还 存在 其 他 较 慢 的 弛 瑰 过 程 1 起 声 癌 的 色散 (例如 , 化 
学 反应 , 能 量 黎 慢 地 传递 到 分 子 的 振动 自由 座 上 等 )。 二 可 以 与 引 


起 散射 的 “ 声 ?” 扰 动 频率 相 比 的 过 程 ， 对 散射 特别 重要 。 目 前 文献 
中 还 缺乏 对 各 种 可 能 情况 的 妈 面 分 析 ， 我 们 在 这 里 不 去 讨论 这 一 
问题 。 只 是 指出 , 车 液体 的 粘度 很 大 , 当 

2 
时 , 液体 对 光 散 射 的 行为 和 非 晶 形 固体 相同 。 

最 后 我 们 还 提 到 液体 自由 表面 上 发 生 的 一 种 奇异 现象 。 由 于 
起 钛 振动， 液体 的 表面 不 是 理想 平面 。 这 种 起 伏 的 “粗糙 ”表面 引 
起 从 袁 面 反射 的 光 有 一 部 分 是 散射 的 (XL.H. 孟 德 耳 什 坦 姆 ， 
1913)®, 


例 题 


设 光 在 线形 分 子 的 气体 内 发 生 散 射 ， 极 化 奉 ww 和 a 分 别 平行 和 委 直 
于 出 方向 。 斌 求 各 种 散射 类 型 的 强度 。 

。 急 。 蕉 射 光 的 总 强 庆 (分子 的 振动 状态 和 电子 状态 一 定 ) 包括 全 部 瑞 利 
散射 和 联合 散射 的 转动 部 分 。 因 为 散射 是 在 气体 每 个 分 子 上 独立 发 生 的 , 因 
而 只 要 将 (72.8) 式 乘 上 单位 体积 内 的 粒子 数 N， 并 用 地 ofx 一 计 (oi 十 204) 
代替 粒子 的 极 化 率 平方 , 就 可 以 极其 信 单 地 得 到 总 消光 乘 数 为 


he Co 二 243 ). (1) 


未 移动 的 瑞 利 说 钱 是 由 极 化 率 的 标量 部 分 所 引起 的 , 也 序 是 它 的 产生 仿 
亿 是 分 子 的 极 化 率 张 量 等 于 寺 o115iw。 因 此 从 同一 公式 (72. 3), 我 们 得 到 


@ ”人 参天 工 . 开 . 孟 德 耳 什 坦 姆 ，Co6p. cod.r.I.cTp 246, Hsnx. AH CCCP, 1948。 
在 这 篇 偷 攻 中, 对 大 盘面 上 散射 的 光 进 行 了 斋 算 。 
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8rw4N (al 十 201)2 、 
， 久未 移动 一 go 一 一 一 一. 5 (2) 


hs 一 未 困 芭 之 浅 包 括 示 移动 谱 的 “本 底 ”( 各 向 异性 起 伏 引起 的 散射 ) 和 
转动 联合 散射 。 为 了 分 员 前 者 , 必须 首先 将 分 于 的 极 化 座 张 量 对 弹 某 一 特定 
轴 ( 重 直 于 分 子 翰 ) 和 的 坊 动 求 平均 .显然 ,在 转动 二 方 向 .上 , 这 样 求 得 的 平均 极 
化 率 等 于 aL， 而 在 垂直 于 转动 轴 的 平面 内 的 任何 方向 上 ， 平 均 极 化 率 等 于 


土 (qs +a)。 换 名 新 说 ， 必 须 把 线头 一 答 完 则 时 动 的 分 子 看 作 是 极 化 池 强 
量 的 主 值 为 





ab 去 (m1 十 ai )» 《二 三 


的 粒子 。 利 用 这 些 , 我 们 可 以 算 肌 迹 为 震 的 对 称 张 量 aip 一 子 a1154k， 然 后 由 
类 似 于 推导 CD 和 (2) 式 的 计算 , 得 由 
Bre Not oe 72 (3) 
最 后 , 从 (1) 式 减 去 (2) 和 (3) 式 , 得 到 转动 联合 散射 的 强度 为 
BrwtN (ac 一 Ca I 

9c4 2 


瑚 本 让 一 


hu 人 = 


8 97。 临界 乳化 
大 家 知道 ， 物质 的 等 温 压 糖 (6) , 当 接 近 临 界 状态 时 无 限制 


地 增加 。 因 而 标量 瑞 利 散 射 总 强度 的 表达 式 (96. 32) 也 增加 。 这 表 
明 在 临界 点 附近 , 散射 剧烈 地 加 强 , 称 为 临界 乳化 D。 但 是 (96. 2) 
式 本 身 这 时 已 变 戌 不 能 应 用 ， 因 为 利用 来 推导 它 的 热力 学 起 伏 的 
表达 式 已 不 再 是 正确 的 。 
强度 的 增加 并 不 是 对 瑞 利 姓 线 精 站 车 构 的 三 个 分 量 都 发 生 ， 
而 只 是 发 生 于 中 央 分 量 。 至 于 双 嫉 的 分 量 , 按照 (96. 2) 和 (96. 7)， 
”我 们 得 到 


.@ 在 第 二 种 相 变 的 临界 点 附近 ， 固 体内 和 散 身 时 发 生 类 似 的 更 象 。 这 由 B. 工 . 
TaH36vypr 进行 了 研究 (JEAIH CCCP, 105, 240, 1955)。 
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hug pe 9) (¥) : 
和 一 人 TO 9pjr 


按照 熟知 的 热力 学 单 公式 : 
_ -2( 亚 
pp’ 


3p 2 
我 们 得 到 临界 点 附近 的 有 限量 为 - 
Ood pzc。 | 


hra = G67mes ( 强 )， 


如 我 们 在 下 面 所 讲 的 , 在 临界 点 附近 , 其 至 在 计算 散射 的 总 强 
度 ( 而 不 只 是 精细 精 构 ) 时 , (96. 4) 式 内 的 因子 e-'w 也 不 能 用 1 来 
代替 。 我 们 用 dh 表示 对 立体 角 do( 这 相当 于 给 定 值 qa=k 一 k'"7 内 
的 散射 而 言 的 微分 消光 系数 .为 明确 起 见 , 我 们 只 限于 研究 自然 光 
的 散射 ， 并 且 如 住 它 的 角 关系 (标量 散射 时 ) 由 因子 羡 (1 十 cos28) 
给 出 , 于 是 得 到 dh 为 


wt 1 二 3 do' 
=aen|| se oar | B+ eo0s’s) de. (97.2) 


在 临界 点 附近 ， 密 度 的 起 伏 境 加 ， 而 温 谋 的 起 伏 仍 是 有 限 的 。 
因此 只 须 研究 起 伏 se 一 总 ) ap 于 是 











(97. 1) 


4 /323s\2 1Te ~ 了 
-a ) 二 | 3， .er-tar a | 3 字 (1 +cos9) 02 (97. 3) 


久 照 起 伏 理 芥 在 蜂 异 点 附近 , 黎 度 起 伏 的 均 方 值 可 用 下 列 式 
子 内 的 系数 w 和 总 来 表示 : 
FP-F=g(8p) + (v8p)’, (97. 4) 
式 中 万 为 物体 单位 体积 的 自由 能 @。 
中 ”参天 “统计 物理 学 光 第 二 股 ，§ 115。 
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这 个 公式 代表 自 由 能 变化 展开 为 8P 及 其 陡 度 的 老 和 级 数 的 头 
几 顶 ; 必须 证 及 后 者 是 因为 在 临界 点 附近 , 物体 内 局 部 的 不 均匀 性 
描 大 。 管 数 a 用 通常 的 热力 学 量 表示 为 


= 妈妈 2). (97. 5) 


(97. 3) 内 的 均 方 值 用 & 和 5 表示 为 


Jape avl -zi (97. 6) 
把 它 代 入 (97. 3), 我 们 最 后 得 到 结果 为 
cw 1++cos20 


. Mh = 300r 了 "(32) 十 2281 一 eon9) ao， (97.7) 


式 最 先 由 王 . S. 奥 尔 斯 坦 和 下 . 泽 尔 尼克 导出 (1914)。 当 角 
不 太 小 时 , 可 以 略 去 分 母 内 的 第 一 项 ,于 是 


co? Ba\ 1+ cos’d / 
`“647r2c25Nap Jr 1— cosd a 


将 (97. 7) 式 对 go 进行 积分 ， 就 得 到 所 有 方向 的 散射 总 强度 。 
当 ( 他) 一 0( 也 即 是 在 临界 点 处 )， 在 小 角度 下 积分 是 对 数 发 散 
的 ,实际 上 , 积分 必须 只 进行 到 与 折射 角 同 数量 航 的 角度 (一 全 ， 式 


中 工 为 物体 的 黎 府 )。 因 此 ， 总 强度 对 数 性 地 依赖 于 散射 物体 的 
线 度 。 


(97. 8) 


$ 98。 非 晶 形 固体 内 的 散射 
非 晶 形 固体 内 的 瑞 利 散射 @， 与 液体 和 气体 内 的 瑞 利 散射 大 
@ 3 = 次 导数 为 
a (a 


@ 晶体 内 肯 英 型 论 的 介绍 , 可 人 参 胸 M.B. Ba 的 “分 了 于 光学 ”,，TLoc- 
TexH3A2aT, 1951. 


网 体 认 的 戎 里 
、 不 相同 。 大 家 知道 , 在 各 向 同性 周 体 夫 , 不 是 共有 一 个 而 是 有 两 个 
声 昔 传播 速度 一 一 纵 速 度 w 和 烧 速 度 w。 因 此 瑞 利 改线 的 精细 
车 构 不 是 包含 一 条 而 是 包含 两 条 孟 德 耳 什 塔 姆 - 布 里 渊 双 线 ,它们 
是 由 于 纵向 “声波 ”和 横向 “声波 ”上 的 散射 所 引起 的 ， 并 且 距 离 中 
央 届 纯 的 距离 分 别 为 士 Aor 和 士 Awb 其 中 

Aowr 一 219， 人 cf 一 210. 
因为 总 是 wwi 因而 Aol 盖 Aawt。 层 线 的 中 央 分 量 仍然 是 由 于 不 
能 在 媒质 内 传播 的 起 伏 上 的 散射 所 引起 的 。 在 这 些 起 伏 中 ， 在 现 
在 的 情况 下 起 主要 作用 的 是 精 构 起 伏 。 在 非 唱 形 物 体内 ， 由 于 原 
子 的 排列 是 无 序 的 , 因而 这 些 起 伏 也 比较 大 , 并 且 实际 上 不 随时 间 
而 改变 (由 于 固体 内 的 扩散 过 程 航 其 组 慢 )。 由 于 这 些 起 伏 所 引起 
的 散射 ， 导 至 产生 宽度 实际 为 雳 的 强 必 线 。 按 照 这 种 散射 的 翁 振 
和 角 分 布 , 这 种 散射 是 标量 散射 和 对 称 散射 的 集合 。 

我 们 现在 来 研究 韭 晶 形 物 体内 瑞 利 姓 线 的 双 线 分 量 。 和 在 液 
体 和 气体 内 不 同 , 共 至 在 计算 散射 光 的 总 强 诬 ( 和 俩 振 ) 时 , 我 们 也 
不 能 售 积 分 G 内 的 因子 e- 生 一 1 于 是 8$ 93 内 按 散射 的 角度 关系 
来 进行 分 类 的 方法 也 尖 去 作用 。 这 原因 在 于 , 在 固体 内 , 一 切 形变 
”效应 (在 现在 的 情况 下 为 起 伏 ) 可 以 传播 到 很 大 的 距离 。 因 此 物体 
各 点 处 的 起 伏 , 在 同一 时 列 , 甚至 在 比 专 大 的 距 敲 上 也 是 关联 的 。 

散射 波 的 场 由 下 列 公式 给 出 , 





E'=— eo [n(nG]] (98. 1) 
es ; 
式 中 
Gi; 一 | ssuermar mw (98. 2) 


而 n' 为 散射 方向 的 单位 矢量 。 由 于 各 疝 同 性 物体 发 生 形 变 所 引 
起 的 介 电 常数 的 变化 为 
Bd8ip — HUip AoU11 dipy (98. 3) 
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式 中 .vin 为 形变 张 量 [ 参 轩 (81. 1) ]。 因 为 积分 (98. 2) 从 8siz 分 出 
了 波 矢量 为 q 的 傅立叶 窄 轩 分 量 ， 因 而 在 (98. 3) 内 必须 把 wx 理 
解 为 具有 这 波 矢 量 的 声波 内 的 形变 。 因 此 形变 时 的 位 移 矢 量 可 以 
写 为 


u= Re{uoe'®}y 一 地 (uoeir 十 0 eiqr), (98. 4) 
由 此 得 到 形变 张 量 为 
win 一 二 3 一 Re 污 (woigp 十 WopGgi) Ee +， 
而 体积 分 为 
| une aV = (worgs 十 2opdgi). 《98. 5) i 


首先 我 们 研究 楼 向 “ 声 * 波 所 引起 的 散射 。 因 为 在 模 波 内 ,u 上 
二 q 和 tw1: 二 0， 因 而 
68ik = QUip-. 
利用 (98. 5), 于 是 我 们 得 到 
G 一 全 fuo(qEo) 十 GCuoEo) (98. 6) 


横向 声波 可 以 有 二 个 独立 的 偏振 方向 : 矢量 u 可 以 在 K,K' 平 
面 内 , 或 与 它 惟 下 。 还 考虑 到 Elk, 容易 看 出 , 在 第 一 种 情况 下 ， 
G 在 垂直 于 的 平面 上 的 投影 等 于 零 。 由 此 可 见 , 横向 声波 在 k， 
k 平面 内 “偏振 化 ”, 一般 说 来 不 散射 光 。 

若 位 移 矢 量 u 垂直 于 k, kK' 平面, 则 利用 (98. 1) 和 (98. 6) 式 进 
行 简单 的 计算 , 得 到 散射 波 场 的 表达 式 为 








ebRo cw2 
El 一 47R ore pp, 
IT je2 4 2 
mor wip > (98. 7) 


和 通常 一 样 , 凡 为 K 和 问 的 夹 角 ， 而 下 角 标 ©“ 和 上 表示 矢量 
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在 散射 平面 的 分 量 和 与 苇 平 面 垂 直 的 分 量 。 两 个 式 子 内 的 比例 系 
数 包含 相同 的 起 伏 量 w。 这 表明 散射 时 不 发 生 渝 偏振 一 一 厂 偏振 
光 仍然 为 线 候 振 光 (虽然 在 另 一 在 面 内 )。 

由 于 (98. 7) 两 个 公式 内 的 系数 完全 相同 , 因而 油光 系数 dh 不 








依赖 于 人 射 光 的 偏振 状态 , 大 且 等 于 
2 2 : 
dh = 和) V Tuol cos? 了 do (98. 8) 


剩 下 的 一 步 是 求 出 起 伏 位 移 w 的 振幅 的 均 方 值 。 

从 热力 学 起 伏 的 普 副 理论 的 观点 看 来 ， 可 以 把 (98. 4 的 声波 、 
看 作 是 两 个 古典 振子 的 集合 (向 左 和 向 右 传播 的 波 )， 每 一 振子 的 
.平均 动能 为 二 。 因 为 在 现在 的 情况 下 ， 振 动 频率 为 Aw 一 w9g， 因 
“此 , 平均 动能 为 


1 一 5 1 
于 了 PE 一 于 了 P(euueg)” luol? [| 


今 这 式 子 等 于 2. 字 ， 我 们 得 到 


47 
lwo| = Vpus gi (98. 9) 
最 后 , 将 (98. 9) 代 入 (98. 8), 我 们 得 到 
2 9 | a 


- 我 们 注意 到 散射 的 PA 
情况 。 
我 们 现在 来 研究 纵 “ 声 ” 波 上 的 散射 。 在 这 种 波 内 , u | q, 并且 
利用 (98. 3) 和 (98. 4), 我 们 得 到 
G= -uog {or EY -wp ( 


由 简单 的 计算 , 得 到 散射 波 场 为 
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YERRo 2 ~ 
E' = e CO zuog Ps 


~ 4m7Roc? 2 
， 98. 11 
ikRe, 2 .: 
1 _e w” Vwuog| a (用 . ) 
Eh tro ye 区 十 六 十 Ce jcog8 员 | 百 |- 


在 这 种 情况 下 ， 散 射 时 也 不 发 生 消 偏 振 现 象 。 但 角 分 布 和 消光 系 
数 依 顿 于 入射 光 的 偏振 状态 和 偏振 方向 。 我 们 在 这 里 不 去 写 出 相 
应 的 十 分 复杂 的 公式 , 计算 完全 和 上 面 给 出 的 相同 , 而 且 lwo|2z 的 
表达 式 的 差别 只 是 在 (98. 9) 内 用 Wi 代替 了 Wo 


4 
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晶体 内 偷 琴 射线 的 衍射 现象 在 物质 媒质 的 电动 力学 中 占据 着 
特别 的 位 置 , 因为 偷 琴 射线 的 波长 可 以 和 原子 加 距 相 比 较 。 由 于 这 
一 原因 , 通常 把 物质 看 成 连续 媒质 的 宏观 观点 , 在 这 里 完全 不 能 应 
用 , 因此 , 我 们 必须 从 研究 单个 带电 粒子 (电子 ) 上 的 散射 开始 中 。 
原子 内 电子 运动 频率 的 数量 级 为 wo 一 二 ， 式 中 ”为 电子 的 速 
度 , 而 0 为 原子 硬度。 车 一 o 则 由 于 vc 这些 频率 小 于 偷 容 射 
辜 的 频率 w 一 交 。 由 于 这 种 情况 ， 可 以 写 出 电磁 波 场 内 电子 的 运 


动 方程 为 
mv' =eE, (99. 1) 


也 即 是 可 以 把 电子 看 成 是 自由 的 (参阅 § 59) 
从 (99. 1) 式 ， 我 们 求 得 电子 在 电磁 波 场 作用 下 所 得 到 的 速 
度 为 
v=. 
mw 
我 们 用 n(x, y, z) 表 示 晶 体内 的 电子 数 密度 ， 它 对 电子 的 量子 
状态 和 唱 格 内 原子 核 的 热 运 动 的 统计 分 布 求 平 均 。 但 是 应 着 重 指 
出 , 这 里 并 不 包括 通常 宏观 理论 中 对 物理 无 穷 小 体积 元 求 平 均 ,也 
即 是 n(w,y,z) 是 晶 格 内 “电子 云 ” 的 其 正 量 子 力 学 窑 度 。 由 波 场 
所 产生 的 相应 的 电流 密度 为 


s 和 
j= env'= 1 FE. (99. 2) 
m0 





原 于 核 上 的 散射 , 由 于 其 质量 很 大 , 当然 是 不 重要 的 。 
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我 们 把 这 电流 代 大 到 老 克 斯 圳 微观 方程 内 ， 
rot E= 5 二 (99. 3) 








a 。 2 
rot H~ 一 上 已 + (1 er (99. 4) 


同时 我 们 必须 券 虚 到 它 对 场 的 反作用 ， 也 即 是 散射 效应 。 这 时 当 
然 假 定 这 种 效应 很 小 , 也 即 是 下 面 的 不 等 式 正确 : 


,2 
el. (99. 5) 
由 引进 符号 DD= sE, 其 中 ; 
2 
s 一 1 一 4650 (99. 6) 


D 相应 于 通常 的 威 应 强度 的 定义 , 于 是 (99.4) 式 可 以 化 成 通常 的 
形式 : rot H= -- (和 经 )D。 在 这 种 意义 上 ， 我 们 看 到 ， 介 电 常 数 的 
表达 式 (99. 6) (参照 (59. 1) 式 ), 当 波 长 ~a 时 也 可 以 应 用 。 当 然 
这 时 必须 志 住 , 这 里 出 现 的 E 和 DD 的 意义 不 和 前 面 的 相同 ， 因 为 
它们 现在 是 对 未 对 物理 无 限 小 体积 求 平均 的 场 而 萌 。 因 而 s 现在 
是 坐标 的 画 数 。 

偷 汪 射线 在 重 原子 上 散射 时 , 可 能 发 生 一 种 情况 : 条 件 wo 六 mo 
对 外 电子 层 满 足 , 但 对 办 电子 不 满足 , 对 内 电子 w 二 wo， 因 而 不 等 
式 和 >a 成立 。 在 这 种 情况 下 ， 也 可 以 引进 介 电 常数 的 疾 念 (作为 
D 和 世间 的 比例 系数 )， 但 是 (99. 6) 形式 的 公式 这 时 只 能 给 出 外 
电子 的 贡献 ; 而 内 电子 的 贡献 在 原则 上 必须 由 对 这 些 电 子 层 的 体 
积 求 下 均值 而 算出 。 由 此 可 见 ， 若 写 出 普 到 形式 的 式 子 : DD=eE 
(其 中 s 为 坐标 的 画 数 )， 则 我 们 就 自然 地 考虑 到 了 各 种 可 能 的 情 
况 。 为 明确 起 见 ， 我 们 下 面 即 利用 (99. 6) 式 。 

在 (99. 2) 式 内 对 电子 的 密度 求 平 均值 ， 车 果 得 到 不 含 时 间 的 
n(z, yy z); 于 是 我 们 就 消除 了 散射 时 频率 的 可 能 改变 。 换 句 话 襄 ， 
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我 们 只 研究 频率 没有 改变 的 严格 的 相干 散射 。 
”从 方程 (99. 3) 和 (99. 4) 内 消去 H， 我 们 得 到 
rotrot 忆 一 竺 D， 
我 们 在 上 式 内 代 大 
E=D-+ ze, 
并 将 rotrotE 展开 , 同时 考虑 到 divD=0[ 如 从 (99.4) 得 出 的 ] 于 
是 我 们 得 到 | 
AD 十 等 D=rotrot 人 2 (99. 7) 





因 在 这 方程 的 右 个 已 包 含有 小 量 -2 到， 因而 必须 把 理解 为 输 
定 的 天 射 波 场 。 我 们 来 求 出 (99. 7) 式 在 散射 晶体 外 很 远 处 的 解 0。 
因为 这 方程 在 形式 上 和 (93. 3) 式 相同 , 因而 按照 与 (93. 4) 类 似 ,我 
们 可 以 立即 写 出 记 订 的 解 为 


e2 


下 一 e -一 [krTKE。]] | ne—iaray, (99. 8) 


II2Co2 
直人 的 电大 上 坟 关上 的 王 离 ，ai 
b= 二 号 ; Eo 为 大 射 波 的 振幅 ; 在 等 式 左 便 , 我 们 以 下 代替 D, 因 
站 是 放 的 况 妆 的- 和 E, 

为 了 表征 偷 座 射 黎 衙 射 强度 的 特征 ， 我 们 引进 有 效 截 面 o， 
定义 为 在 立体 角 do' 内 衍射 的 辐射 强度 与 大 射 波 内 的 能 通 量 密度 
之 比 。 按 照 (99. 8), 我 们 有 

dr—(r) 
式 中 0 为 Eo 与 kK' 间 的 夹 角 。 车 大 射 光 黎 为 “自然 光 ”( 不 是 偏振 


在 $93 内 求解 (93.3) 式 时 ， 不 尤 竹 考 虐 物体 外 的 场 , 因为 这 要 求 计 及 物体 表 
面 的 边界 条 件 ， 这 是 因为 (93. 3) 式 左 侧 所 包含 的 量 (E7， 在 物体 内 和 物体 外 不 相等 。 
但 (99.7) 式 的 去 便 在 全 部 纪 间 内 都 不 改变 其 形式 。 








2 
do", (99. 9) 





[re aV 
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光 )， 则 上 式 内 的 因子 sin29 可 用 方 (十 cos29) 代替 ， 其 中 浊 为 k 
和 k' 问 的 夹 角 (参阅 415 页 上 的 底 注 ), 于 是 


1 e2 2 
du 一 二 (7 ) (1+ cos? 和) 


下 面 为 明确 起 见 , 我 们 即 假定 是 这 种 情况 。 
我 们 看 到 ， 在 给 定 方向 衍射 的 光线 强度 主要 由 下 列 积分 的 模 “ 
量 平方 得 出 : 
Jae ay, | (99. 11) 
这 也 即 是 电子 密谋 的 傅立叶 空间 分 量 (q 取 适 当 的 值 )。 当 qa 一 0 
时 ， 这 积分 简单 地 变 成 对 晶体 体积 (也 即 是 对 元 晶 胞 ) 平 均 的 电子 
密度 元 但 是 车 在 方程 (99. 3) 和 (99. 4) 内 用 元 代替 nx， 则 我 们 就 
得 到 通常 的 麦克 斯 书 宏观 方程 , 其 介 电 常数 为 


47re27Nn 
s(w)=—1— a 








2 
| me 一 tar ar | do'. (99. 10) 


按照 这 些 方程 , 当 偷 琴 射 线 通 过 晶体 时 , 它们 按 通 常 的 定律 发 生 折 
. 射 《折射 紊 为 V5)。 由 此 可 见 ,小 角度 上 的 衍射 变 成 我 们 在 这 里 
不 感 兴 趣 的 通常 的 折射 。 下 面 我 们 认为 q 显著 地 不 为 需 。 
电子 密 庶 (和 晶 格 内 任何 位 置 的 画 数 一 样 ) 可 以 展开 为 傅立叶 
级 数 。 
n= 之 ,ipe2ribr， (99. 12) 
b 


式 中 求 和 对 倒 易 晶 格 的 全 部 周期 b 进行 DP。 将 (99.12) 代入 
《99.11) 式 , 荐 对 品 体 的 体积 进行 积分 ， 只 当 q 接近 于 某 一 个 2rb ， 
”时 , 我 们 才 得 到 显著 不 为 雾 的 车 果 。 在 这 些 值 的 中 间 , 强度 实际 上 
竺 于 零 。 为 此 我 们 可 以 分 别 研究 每 一 个 衍射 的 极 大 值 ， 这 时 假定 
2 一 Mbec ar 其 中 b 取 给 定 值 。 将 这 式 子 代 大 〈99. 10) 内 ， 我 们 


DD 参 申 “和弦 诗 物 理学 ”% 第 三 版 ，8 128。 
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得 到 | 
~ 2 
了 | eik-kK—27br yy do'. 





2 
Sr) (1+ cos? 





| (99. 13) 
最 强 的 极 大 值 发 生 在 精确 地 满足 下 列 等 式 的 方向 上 : 
k'—k=2nb, (99. 14) 
这 方程 称 为 劳 厄 方 程 ; 这 些 极 大 值 称 为 主 极 大 。 但 是 当 为 给 定 
时 ， 主 极 大 不 可 能 出 现在 入 射 光 线 为 任意 方向 和 任意 产 率 时 。 把 
(99. 14) 式 写 为 K' = 十 2rb， 莽 平方 之 ， 杏 考虑 到 妨 一” 我 们 
得 到 

bk= 一 TrB2.， (99. 15) 
这 个 方程 决定 b 为 给 定 值 时 出 现 主 极 大 的 波 矢量 的 值 。 从 几 
何 意义 上 说 , (99. 15) 式 是 垂直 于 矢量 hb 并 距离 坐标 原点 为 5 的 

k 空间 内 的 平面 方程 。 特 别 是 我 们 看 出 , 必须 tb。 


因为 |K 一 ki 一 2ksin 卫 ,于 是 从 (99 14) 式 得 出 


ksin nb, (99. 16). 


由 它 可 以 求 出 主 极 大 内 的 衍射 角 ， 这 方程 称 为 布拉格 - 岛 耳 夫 
方程 。 

大 家 知道 , 倒 易 晶 格 的 每 一 矢量 bb 
决定 由 方程 rb= 常 数 所 表示 的 一 族 晶 
体 平 面 , 其 中 常数 取 整 数值 ,这些 平面 
垂直 于 矢量 b, 并 且 与 矢量 和 k'[ 相 
应 于 条 件 (99. 14) ] 构 成 相等 的 大 射 角 
和 反射 角 ( 图 46)。 为 此 主 极 大 内 的 衍 
射 有 时 襄 成 从 相应 晶 面 上 的 “反射 "。 -一 一 一 

将 (99. 13) 式 对 在 &' 方向 附近 的 图 全 





人 
立体 角 进 行 积分 , 我 们 就 得 到 某 一 极 大 附近 的 衍射 < 斑 " 的 总 强度 。 
我 们 现在 就 来 求 主 极 大 附近 的 总 强度 。 
我 们 用 ke 表示 相应 于 精确 地 满足 劳 厄 条 件 ko 一 kK 十 27rb 的 
k' 值 (k 为 输 定 值 )。 我 们 还 引进 x 一 k' 一 kK6。 在 极 大 附近 的 区 域 
内 ,kx 很 小 ; 又 因为 k' 和 ko 只 是 方向 不 同 , 因而 rk 上 ko。 所 以 立体 
角 元 可 以 写 为 . | 
do' 一 二 dksdky 一 襄 dxodkey (99. 17) 
这 里 把 z 轴 了 到 在 ko 方向 上 。 由 些 可见, 我 们 有 
ee ) Qt eos’) Iml? Jarsax 
9k3\ me? 上 CS 
在 体积 分 内 可 以 对 dz 进行 积分 因为 e-'" 与 这 坐标 无 关 : 
: | 时 ap = |2e"af, 


2 





| Eirr CT 





趟 中 好 =dzdy 而 = Ge; 仿 为 物体 在 kb 方向 的 长 度 。 最 后 我 们 
利用 伟 立 吐 积分 理论 的 熟知 公式 : 


i 加 1 
| drs dry CBr) 





| gr dx dy, (99. 18) 
式 中 
9.— a | ye "dr dy 
为 傅立叶 二 维 展开 式 的 分 量 。 于 是 我 们 最 后 得 到 公式 为 
PR fe ) (1+ eco’) lml? |270f= 


~ kk2 \ me? 





-2(;S) sin2 (4 cos20) In [2]22af (99. 19) 
b> \moe? ， -2 , | 


这 里 积分 的 数量 级 为 4， 工 是 物体 长 度 的 量 网 。 由 此 可 见 ， 


总 有 效 截 面 (或 者 衍射 班 的 总 强度) 与 成 比例 , 其 中 了 为 物体 的 
人 术 积 。 我 们 注意 到 , 极 大 强度 与 体积 的 不 同 究 成 正比 : 当 k' 一 k 一 
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二 27b 时 , (99. 13) 式 内 ee V, 于 是 do 与 人 成 正比 : 


(一 max 


ee 
显 地 表示 出 极 大 值 的 锐 许 。 后 者 的 “宽度 ”显然 与 sz 一 了 -成 
正比 。 

上 述 理 葵 只 当 衍射 效应 很 小 时 才能 应 用 。 如 我 们 现在 见 到 
的 , 这 一 要 求 对 晶体 的 厂 讼 加 上 一 定 的 条 件 , 即 是 0 必须 小 于 物体 
截面 的 几何 面积 (一 Z2), 由 此 得 | 


28) |nv | V2. (99. 20) 





e2 五 . 
例 题 


. 嘉 求 在 楼 长 为 工 ov 工 y, Ls 的 正平 行 六 面 形 晶体 上 衍射 时 主 极 大 周 开 
衍射 班 内 的 强 许 分 布 。 

解 ， 和 正文 内 一 样 , 我 们 引进 矢量 <=Kk' 一 ko， 选 择 坐 标 轴 与 平行 六 面 
体 的 棱 平 行 , 坐标 原点 在 六 面体 的 中 心 上 。 


积分 |e-i"ray 可 分 解 为 下 列 形 式 的 三 个 积分 的 乘积 : 


Ly 
2 
a 2 . xzL 
| 。 io2du 一 一 Sin 一 2 一 > 
Kg 2 
—L2 
2 
日 于 可 网， 
1 . 4 L. . x L Kk 也 
一 全 一 Sin2-2 sin? -Ysin? 一 -2 do". 
KrKyKy 2 





应 角 记 住 , 矢量 «的 分 量 不 是 独立 的 , 而 由 条 件 xI)=0 a 

2. 所 求 -与 上 题 相同 , 但 在 个 径 为 a 的 球形 晶体 上 发 生 衍 射 。 

解 。 我 们 再 引进 x 二’ 一 Eo, 选择 坐标 柔 的 z 轴 当 方向， 坐标 原点 在 
球 心 上 。 我 个 有 
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& 
eirsav = | (a — 22)e irzdo = 经 ( Sin ra — xa cos rg). 
x 


由 些 可见 ， 
do -8"*( -2 


2 1 5 

;) 《1 十 cos2 分 ) | ob 一 5( Sirtka 一 kCoosxa)J2Cor. 
3. 斌 求 次 极 大 局 岁 衍 射 斑 的 冲 强 许 。 
解 ， 在 现在 的 情况 下 ， 大 射 波 的 波多 量 监 不 注 足 条 件 (99. 15)， 如 在 下 
区 内 所 指出 的 , (99. 15) 式 是 竹 赴 于 估量 p 
的 平面 方 穆 ; 我 们 用 wb 表示 估量 kK 的 缮 点 
依 离 这 平面 的 小 位 移 ， 此 处 yc<<I。 换 句 话 
说 , 我 们 将 kK 表示 为 kK 二 Ko 十 wb, 式 : 中 的 lxo 
满足 (99.15) 式 (图 47)。 

衍射 班 内 的 极 大 强度 对 应 于 这 样 的 芭 / 
方向 ， 这 时 kK' 一 (kK 十 2rb) 为 航 小 位 [因而 





b 





eb (99.13) 内 的 积分 为 极 大 值 ]。 但 是 两 个 笑 
图 4 量 ( 其 中 一 个 有 任意 证 向 ) 之 差 的 纸 对 值 , 当 


这 天 个 矢量 方向 重合 时 有 最 小 值 。 因 此 有 ( 沙 上 寺 到 如一 好 


了 a 可 (E+2rb) 
[下 一 下 一 2rb | min 一 无 1 十 2rb| ~ 邱 于 位 二 2 

内 为 k 接近 于 ko 又 因为 我 们 人 研究 极 大 附近 的 区 域 ; 于 是 下 /人 下 十 2rDp, 而且 
上 述 式 子 内 的 分 藉 可 用 2k 来 代替 。 将 分 子 内 的 括号 展开 ， 我 们 得 到 

一 2 -2rp 一 (2rB)2 一 [一 28o-2rb 一 (27b)? 一 

一 27b .2rb = 一 4r7D2。 
密 此 可 昂 ， 
kk 一 2rbjmin 衬 一 生 2 

其 次 , 按照 直列 引 进 k: 

k’'=(K+2 2rb)(1~ 2 J+x, 


选择 * 击 在 下 十 2rpb 的 方向 ， Bo 《99. 19) 起 的 推 . 


导 ]: 
[Narvawy 





2 
fe fi irs ar | 一 
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性 | arsary 


最 后 , 我 们 利用 (99. 18) 却 , 得 到 


or2f e2 \? sin?(wnb1Z) 
一 各 ( ) Geosz d)lml’{—sa af 


me? CT >)z 
当 3 一 0 时 , 这 式 子 变 成 (99. 19) 式 。 若 wa82 2Z/k>>1 (这 不 与 条 件 5 挝 14 


矛盾 ), 期 正弦 的 平方 可 用 它 的 平均 值 寺 来 代替 , 于 是 我 们 得 到 
-( e? ) 1+cos? 


moe? 72 b4 


式 中 5 为 物体 在 zx,y 平 曾 上 的 投影 (上 蜡 影 ) 面 积 。 


sin (rnb?T) 3 
/| 二 


itr dd 
|e Ib? 
k 











1nvl?S', 


§ 100. 积分 强度 
前 一 节 导 出 的 公式 给 出 严格 的 单 色 平面 波 入 射 到 晶体 上 的 衙 
射 强 座 。 我 们 现在 来 研究 不 满足 这 些 条 件 的 一 些 情况 。 
首先 , 我 们 研究 入 射 波 为 平面 波 但 非 单 色 波 的 情况 D。 换 名 新 
说 ， 它 的 性 分 解 包 含 波 矢量 k 的 方向 相同 但 数值 &= wy/e 不 同 的 
波 。 我 们 用 P (2 表示 入 射 波 强 度 按 类 率 分 布 的 密度 , 并 且 由 条 件 
和 PG)ap 一 1 归 一 化 为 1。 
衍射 竹 的 总 强度 由 将 (99. 13) 式 对 do 和 对 p(k)ak 进行 积分 
而 得 到 的 有 效 截面 给 出 : 
' 2 2 
= 一 到 (oo 
x (1++ cos29) pk) ado'dk. (100. 1) 
我 们 暂时 引进 符号 一 k' 一 k 一 2mb, 并 将 模 量 的 平方 写成 重 
积分 的 形式 : 


′ 外 这 情况 对 应 于 晶体 侩 琴 庄 简 分 析 中 熟 知 的 劳 反 方法 。 


2 
| ek 
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| e-igraqpy | = es 一"ar， aV,. 

代 蔡 4 和 ro, 引进 变数 冯 (r1 二 12) 和 r==rs 一 rr， 并 对 第 一 个 对 物 - 
体 的 体积 进行 积分 , 我 们 得 到 

esar| -fear 

在 剩 下 的 积分 内 ， 现 在 可 以 对 全 部 的 空间 进行 积分 9, 精 果 为 

| emz| =CGmsrysGD .100.2) 








将 这 精 果 代 大 (100, 1) 式 后 , 我们 可 以 把 后 者 改写 为 
. or (Es ) la 2V (1 cos*00) x 


x | | 8(CK' 一 KE 一 2mrb) p(k) do' ak; (100. 3) 


由 于 被 积 式 内 出 现 8 醒 数 ， 因子 1+ cos28 我 们 用 它 在 9= bo 时 的 
值 代替 后 已 将 它 移 到 积分 号 外 ， 共 中 go 为 满足 劳 厄 条 件 (我 们 将 
它们 表示 为 ks 和 ks 二 ko 十 27b) 的 矢量 和 k' 问 的 夹 角 。 
对 do' 的 积分 可 以 方便 地 进行 , 因为 我 们 注意 到 ， 它 等 价 于 对 
部 让 二 OO 于 ab) 





的 积分 ， 只 要 在 被 积 式 内 引入 附加 因子 (号 )8 (2 一 加 )。 由 此 可 
见 , (100. 3) 内 的 积分 可 以 用 下 面 的 积分 来 代替 : 

上 a —k—2mb)8(H? — 2) pb) dR ak. 
利用 第 一 个 3 画 数 对 dp 进行 积分 时 我 们 必须 在 第 二 个 8 画 数 内 
用 (十 2mb)? 代替 W?, 烙 果 得 到 

人 (4zra82 + 4mbk) pb) dk= 


@ ”因为 我 们 的 目的 是 计算 衍射 斑 的 总 强度 而 不 是 它 的 宽度 , 因而 可 以 这 样 作 、 
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1 f 2 
二 (ss bk tr )p Rak, 
于 是 
一 mr e- 
moe? 





"0) | 二 3 (bk +76?) p(k) dk. 
(100. 4) 


最 后 , 我 们 对 dk 进行 积分 (方向 n 一 天 给 定 )。 当 天 一 加 时 ,3 
画 数 的 宗 量变 为 雳 , 于 是 积分 等 于 





ko (bn) [bkol = nb” 
这 样 一 来 , 我 们 最 后 得 到 








?29o) PCs. (100.5) 


我 们 现在 研究 另 一 种 情况 , 即 久 射 波 为 单 色 波 , 但 包含 Kk 方向 
不 相同 的 各 分 量 ，k 方向 的 不 同系 由 克 某 一 轴 相 互 转动 而 产生 D。 
在 这 轴 上 的 单位 矢量 我 们 用 工 表示 , 而 远 它 的 转动 角 用 由 表示 。 说 
画 数 PCW) 给 出 入 射 邱 射 强度 的 角 分 布 ， 并 已 归 一 化 为 1 


' pW AY=1. 
导 至 (100. 4) 的 全 部 计算 也 完 人 至 适用 于 这 种 情况 , 唯一 的 差别 
是 对 pCk)az 的 积分 必须 用 对 p(y)duy 的 积分 来 代替 : 
a Ci) Inp|2V(1 ++ cos28o) 侍 工 8(bk 上 zz2) x 
xpCy)dy. (100. 6) 


我 们 仍然 用 ko 表示 8 画 数 的 宗 量变 为 雳 时 的 k 值 ， 并 从 1 ko 平 
面 起 计算 小 。 当 小 小 时 我 们 有 


”这 种 情况 相当 于 偷 琴 结构 分 析 中 熟知 的 布拉格 方法 (或 斤 畦 方法 ); 而 且 实 际 


mv 一 人 人 改作 八 玫 人 mr 


上 所 指 的 并 不 是 下方 鸟 的 转动 , 而 是 指 晶 体 本 身 诡 荆 轴 的 转动 。 
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k=kot [lkoly. 
于 是 (100. 6) 式 内 的 积分 变 为 


人 舍 sCbrlkoJy)pCy)dyp= | 和 


pC0) PCOein ?如 
zlb[lino]l 一 2[bflno]| 
由 此 可 见 ， 
-Br) sin? Yo (1+ coo) InolV TE TT 100. 7) ， 


最 后 ， 我 们 来 研究 音色 平面 波 从 晶 粒 无 序 取向 的 物体 上 的 衍 
射 现象 @。 

我 们 用 kb 和 bo 表示 矢量 k' 和 ,其 取向 使 劳 厄 条 件 kb 一 
十 2rbs 满足 。K5 和 bo 的 方向 不 是 唯一 确定 的 ， 因 为 当 三 角形 k， 
2mrbo，k9 葵 攻 方向 转动 时 ， 劳 厄 条 件 当然 仍然 是 满足 的 。 由 此 可 
见 , 主 极 大 相当 于 K' 的 方向 ,这 方向 占据 一 个 顺 角 为 28。 的 锥 面 。 
于 是 代替 街 射 “ 班 ”， 我 们 现在 得 到 一 个 衍射 “ 环 "。 

所 求 的 总 有 效 截面 由 与 (100. 4) 相同 的 公式 给 出 , 所 不 同 的 只 
ee 


Cr 一 27r 





290) | 二 3Cbk+ mb’) 2, 


: a 8) 
po 为 在 方向 的 立体 角 元 。 我 们 用 下 未 和， 间 的 光 角 ， 可 
以 将 (100. 8) 内 的 积分 写 为 


1 | zs 2mrbeosg .1 2 90 
人 SDRo mab i 一 5 一 一 了 二 Sin 2 
由 此 可 网 ， 


@ 这 种 情况 相当 于 偷 浴 射 简 千 构 分 析 中 的 粉末 方法 ( 德 送 ~- 软 尔 方法 ) 
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or) [mwl (1+ eos9o ) sin? Bo. (100. 9) 

在 上 述 三 种 情况 由 ， 每 一 种 情况 对 应 于 对 衍射 图 样 求 平均 的 
一 种 特殊 方法 。 我 们 注意 到 , 正如 所 预料 的 , 总 平均 衍射 强度 与 物 
体 体积 的 关系 , 这 时 归 业 为 简单 的 比例 关 条 。 我 们 记 住 , 在 未 平均 
的 图 样 内 ， 衍 射 强度 以 及 它 在 衍射 狂 上 的 分 布 更 尖锐 地 依 顿 于 物 
体 的 体积 。 


$ 101. 偷 琴 射线 的 扩散 式 热 散射 

在 上 面 两 节 内 , 我们 从 把 n(x, % z) 理解 为 晶体 内 对 时 间 焉 均 
的 电子 密度 。 因 此 从 其 中 排除 了 由 不 同 原因 所 引起 的 密度 起 伏 
以 及 偷 众 秧 简 散射 的 相应 部 分 ( 非 相干 部 分 )。 非 相干 散射 的 来 源 
之 一 是 密度 的 热 起 伏 。 这 种 散射 “扩散 式 ” 地 分 布 于 所 有 方向 ， 但 
它 的 主要 特征 是 : 在 前 节 所 研究 的 “结构 ”散射 的 锐 嫉 方向 附近 有 
比较 大 的 强度 。 我 们 现在 就 来 研究 热 散 射 的 这 些 极 大 值 (W. H. 
Zacharisen, 1940) 。 

晶 格 的 热 振动 可 以 设想 为 被 分 解 成 许多 单个 的 “ 声 ? 波 。 如 从 
下 面 所 看 到 的 ， 我 们 威 兴趣 的 热 散射 的 极 大 值 是 由 波长 大 于 晶 格 
常数 的 波 所 产生 的 。 在 空间 的 每 一 点 处 ， 由 这 种 波 所 引起 的 电子 
密度 的 改变 ， 可 以 看 成 是 晶 格 简单 地 移动 了 一 个 距离 等 于 波 的 位 
移 矢 量 吕 的 局 部 值 的 烙 果 。 由 此 可 见 , 当 给 定 的 声波 通过 时 , 密度 
的 改变 (未 对 时 间 平 均 ! ) 可 以 用 在 均 密 度 来 表示 为 


8n=n(r—u) —n(r) 二 一 2 


研究 给 定 线 附近 的 扩散 式 数 射 时 ， 我 们 必须 用 be2t 代替 0， 其 
中 b 为 给 定 的 ,于 是 
ip ~— Qi Cbu) npesior. (101. 1) 
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密度 起 伏 所 引起 的 散射 与 平均 密度 所 引起 的 散射 当然 是 非 相 
千 的 ,因此 它们 不 发 生 干 涉 现象 。 所 以 , 扩散 式 散 射 的 有 效 截 面 可 
以 从 (99. 10) 式 求 出 , 只 要 在 其 中 用 3n 代替 n, 然后 对 起 伏 求 统计 


平均 : 本 
do =2n( En) lnp!? 《1 十 cos2 导 ) | up) edp |don 
- | , (101. 2) 


式 中 引进 了 符号 区 =k' 一 k 一 2rb。 在 矢量 K 为 小 值 (Kk<275) 的 
方向 上 , 散射 的 强度 大 。 

积分 jue-*ray 输出 的 伟 立 叶 空间 分 量 , 其 让 矢量 为 K; 因 
此 我 们 可 以 把 u 简单 地 理解 为 在 波 矢 量 为 K 的 声波 内 的 位 移 矢 
量 。 于 是 不 等 式 及 2b 表明， 散射 声波 的 波长 大 于 元 晶 胞 的 
线 诬 。 

这 样 一 来 , 我 们 可 以 仿 











口 一 于 Cuoeme 十 ae， 3 (101. 3) 
于 是 
| (bn) eieray = 圭 V (buo), 
有 效 截面 为 
nf/ p2 \2 3 
dr = (0s) [nw|? (1 + cos®d) bb Vdo'. (101. 4) 


对 uo 的 分 量 的 乘积 求 平均 ,和 $§ 98 内 对 各 向 同性 物体 内 的 声 
波 所 进行 的 相似 。 有 形变 晶体 单位 体积 的 弹性 能 为 


BN, z : 
式 中 wiw 为 形变 线 量 , 而 Nipim 为 弹性 模 量 张 量 @。 因 此 , 整个 唱 


中 ”参天 "过硬 介质 力学 ”第 二 版 , 第 二 部 分 ，; 10。 


和 


$ 101. 位 琴 射线 的 扩散 式 热 散 射 569 
的 平均 弹性 能 等 于 





1 = 
DV NMpimikUim- 
:我们 在 上 式 内 代入 
~ 1/9u ,ou 1 , ed i 
wn D(a tae) 3 Rl(iRruot iRior)e "")}. 


含有 因子 e*”** 的 项 平均 时 变 为 堵 。 还 邯 虑 到 张 量 Nim 的 对 称 
性 质 ( 对 下 角 标 i,k 和 1,m 以 及 对 i, 与 /，m 的 交换 都 对 称 )， 
我 们 得 到 


Nipim Kr RK muosuon 3? 


或 者 
gi WUoruok» 
式 中 引进 了 符号 : 
ip = Nipm KKm. (101. 5) 
按照 热力 学 起 伏 的 普 表 理论 ， 我 们 现在 可 以 立即 写 出 所 求 的 
平均 值 吕 为 





WoiWo -和 gy (C101. 6) 
式 中 gz 二 为 giw 的 逆 张 量 , 而 有 效 散 射 截面 为 
do =—2n( e” ) TV | nw | 2 (1+ cos20) bibpg7ih do'. (101. 7) 


me? 





由 此 可 见 ， 如 所 预料 的 ， 扩 散 式 散射 强度 与 晶体 的 体积 成 正 
比 . 这 种 散射 的 特征 是 它 的 强度 分 布 于 衍射 斑 的 面积 上 。 我 们 不 葵 
虑 因子 (1- cos 中 ), 因 它 对 衍射 班 实际 上 为 常数 , 于 是 我 们 看 到 强 
@。 参 并 "统计 物理 学 ”第 三 版 $ 109。 洲 起 估量 zi, rz… 的 几 达 分 布 的 形式 为 
exp1 -去 Xixrizt， 
则 zk 二 和 7 起 。(C101.6) 忒 出 现 多 余 的 因 于 2 是 因为 每 一 复数 uot 包含 两 个 独立 的 量 ， 
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度 的 分 布 由 表达 式 9 让 005 输出。 这 个 表达 式 代表 天- 乘 上 矢量 ， 
KK 的 方向 相对 于 晶 轴 的 一 个 相当 复杂 的 画 数 。 当 在 主 极 大 附近 散 
射 时 , 扩散 式 散射 强度 在 区 =0 的 点 处 也 是 极 大 [(101. 7) 式 本 身 当 
玫 一 0 时 变 为 无 穷 大 , 这 时 当然 变 成 不 能 应 用 ]。 如 果 条 件 (99. 15) 
bk = 一 m5? 不 满足 ， 则 等 式 KK=0 不 存在 , 于 是 扩散 式 散 射 强度 的 
极 大 值 位 于 某 一 不 为 辟 的 KK 上 ,一 般 膏 来 , 它 不 和 车 构 散 射 的 极 大 
位 置 相合 。 在 两 种 情况 下 ， 扩 散 式 散 射 所 形成 的 本 底 强 诬 基 本 上 
随 -总 而 下 降 , 也 即 是 比 僵 加 在 它 上 面 的 精 构 散射 镜 楼 的 强度 的 下 


降 要 慢 得 多 。 


附录 曲 检 坐标 条 


下 面 为 参考 起 见 ， 我 们 列 出 了 一 般 的 和 某 些 特殊 情况 下 的 有 
关 曲 线 坐 标 内 矢量 运算 的 一 些 公式 。 
在 任意 的 正 交 曲线 坐标 系 wi, say ws 内 ， 长 度 元 的 平方 形式 为 
CI12 一 Rdoa + h2 dea + h2 Co ， 
式 中 力 ; 为 坐标 的 画 数 , 在 这 种 坐标 系 内 的 体积 元 为 
加 
各 种 矢量 运算 用 hh 画 数 表示 如 下 。 对 标量 的 矢量 运算 为 


, _9 /hohs FN 
Af Eh hi Do 


式 中 了 对 循环 交换 下 角 标 1、2、3 进行 求 和 。 对 矢量 的 矢量 运 
算 为 





SR 条 
div A = 0 
(ot A)i= ho hs hh mE (hs .43) (had ) | 


rot A Ss 
柱 坐 标 系 7、p、z。- 长 度 元 为 
dP=adr*t+rdg td b=1,ho=r, hs=1. 
矢量 运算 为 


13(39AN 13 3f 
= 7 六 ("人 )+ 沾 392 Ta 
divA= 工 2 (7A,) 十 二 2 os 


